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Versuche zur Bestimmung der Feinheit und des Widerstandes 
schwebender staubférmiger Korper. 


Von W. Barth in Nonnenhorn (Bodensee). 


1. Einleitung. In der vorliegenden Arbeit werden die Grundlagen eines Verfahrens behandelt, 
welches eine Widerstandsbestimmung schwebender Staubteilchen gestattet. Die Methode eignet 
sich zur Feinheits- und KorngréBenbestimmung von Mehlen und Stauben, ferner zur Klarung 
einer Reihe grundsatzlich wichtiger Fragen in bezug auf die Widerstandsverhaltnisse sehr kleiner 
Kérper. 

Zur Bestimmung der Feinheit von Mehlen und Stauben werden in der Hauptsache folgende 
Verfahren! benutzt: die Siebung, die Windsichtung und die Sedimentation. Man hat auch ver- 
sucht, aus der Durchlassigkeit von Staubschichten?, ? Schliisse auf die Staubfeinheit zu ziehen. 
Verschiedene Nachteile und Fehlerquellen dieser Verfahren lassen sich bei der beschriebenen 
Methode vermeiden. 


2. Theoretische Grundlagen. Ein staubfiihrender Gasstrom mége durch die in Abb. 1 dar- 
gestellte Diise gesaugt werden. Diese besteht aus einer zylindrischen Bohrung von einer gewissen 
Lange und ist im Einlauf leicht abgerundet. Es werden folgende Bezeichnungen eingefithrt: 

l Lange der Bohrung, Mefdiise. 

d  Durchmesser der Bohrung, 

V Angesaugte Luftmenge in der Zeit- 

einheit, 

G  Angesaugte Staubmengce _n der 

Zeiteinheit, 

y.  Raumgewicht der Luft, 

ys Raumgewicht des Staubes, 

s Abstand der Ebene 1—i vom 


AAAQAAAAAARARRRARRRERRREREERRERES 


Diiseneinlauf, N 
A SS 
v Luftgeschwindigkeit in der Ebene NY Mebkammern zur Messung 
i—1, ; ~ der Driicke vor und hinter 
ai der Mekdise 


c Staubgeschwindigkeit in der 
Ebene 1—1, 

v,  Luftgeschwindigkeit am Diisen- 
austritt, 

cs Staubgeschwindigkeit am Diisen- l/ 4 | C2 
austritt, l J | | | 

c¢  Staubgeschwindigkeit am Eintritt ty bew cy I | met 
in die zylindrische Bohrung, 1 e t 

v,  Luftgeschwindigkeit vor der Die, Abb. 1. 

Staubgeschwindigkeit vor der Diise, 

Erdbeschleunigung, 

Rohrreibungsbeiwert in der Mefdiise, 

Durchmesser der als Kugeln aufgefaBten Staubteilchen, 

Widerstandsheiwerte von Kugeln, 

wre  Fallgeschwindigkeit von Kérpern in ruhender Luft, 


Geschwindigke/ts- ! 
verlaut in der MeBbdise | 


Ee ' Staubgeschwindigkeitc 
/ ist |W 


| 


RS WOR 6 


1 FachausschuB fiir Staubtechnik: .,Richtlinien fiir die Pestimmung der Zusammensetzung von Stauben 
nach KorngréBe und Fallgeschwindigkeit™. VDI.-Verlag 1936. 
2 Meldau, Z. VDI. (1932), S. 1189. 


3 DRP. Nr. 435171. 
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Re  Reynoldsche Kennzahl, 

x Zahigkeit der Luft, 

Api Druckverlust in der MeBdiise ohne Staubaufgabe, 
Ap; Druckverlust in der MeBdiise bei Staubaufgabe, 

t Zeit. 


Der Druckverlust soll als Differenz der statischen Driicke in den MeBkammern I und II vor 
und hinter der Diise aufgefaBbt werden. 

Vor der Diise ist die Staubgeschwindigkeit c, gleich der Luftgeschwindigkeit v,. Beim Eintritt 
in die Diise steigt die Luftgeschwindigkeit plétzlich auf den Wert v,, wahrend das Staubkorn 
infolge seiner Massentragheit zunadchst noch seine urspriingliche Geschwindigkeit beibehalten 
wird. Erst beim Durchlaufen der Bohrung erhoht sich allmahlich die Staubgeschwindigkeit 
auf den Wert c, am Ende der Bohrung. Der sich hierbei ergebende Geschwindigkeitsverlauf ist 
in Abb. 1 dargestellt. 

Wenn die Diise mit reiner Luft durchstrémt wird, entsteht in der Diise ein gewisser Druck- 
abfall, der durch die folgende Beziehung erfaBt werden kann: 


l 
d 


Der Druckverlust setzt sich aus dem Druckabfal! am Einlauf und den Rohrreibungsverlusten 
im zylindrischen Teil der Bohrung zusammen. 


Vo" : AV 
2g V1> wobei Vo = as . (1) 


2 
Api a vita 


Wir nehmen nun an, daf der Luft eine gewisse Menge Staub in der Zeiteinheit beigemengt 
werde. Der Staub mége nur aus Teilchen gleicher Korngrée bestehen. Die abgesaugte Luft- 
menge sei durch die Staubbeimengung nicht verindert worden. In diesem Fall wird zur 
Absaugung der Luft ein gréBeres Druckgefalle benétigt, da ein Teil des Druckgefalles zur Be- 
schleunigung der Staubteilchen aufgewendet werden mu. Dieses zusatzlich benétigte Druck- 
gefalle laBt sich wie folgt errechnen. Die Staubdichte im Abstand s vom Einlauf ergibt sich 


zu Gv/Vc. Das zur Beschleunigung der Staubteilchen auf der Wegstrecke ds aufzuwendende 
Druckgefalle ist somit gleich (Gu/Vc) “ . Zu diesem Betrag kommt gegebenenfalls noch ein 
Beitrag, der durch die infolge Staubbeimengung erhéhte Wandreibung bedingt ist. Zur Be- 
rechnung dieses Anteiles werden die bewegten Staubteilchen als Gasstrom von der Geschwindig- 
keit c und der Dichte Gv/Vc aufgefaBt und der Druckverlust nach den bekannten Gesetzen des 
Druckverlustes in Rohrleitungen berechnet. Bezeichnet man den hierfiir in Frage kommenden 
Rohrreibungsbeiwert mit 4’, so findet man 


rv pW Gev 
Ap, -Api= ae dc- D2Ve ds. (2) 
Cy 0 


Fiir die MeBdiise Abb. 1 kann praktisch v=vy,=konst. angenommen werden. Ferner sei der 
Rohrdurchmesser D im Vergleich zum Durchmesser d der Bohrung so gro& gewahlt worden, 


daB die Geschwindigkeiten v, und c, vernachlassigt und gleich 0 gesetzt werden kénnen. In 
diesem Fall findet man 


Saray ae aa oe + —> s$-——_ 3 
A ps —Api — V = ] oV7 ‘fs ds. ( ) 
1 


Setzt man / ¢ds=xc,l, wobei x immer kleiner 1 sein mu, so ergibt sich 
0 


Cy Os 


Vg (1+4 5%). ; (4) 


Durch geeignete Wahl der Versuchsbedingungen wird man das Glied ’lx/2d vernachlassigbar 
klein machen kénnen. ‘ 


Wenn bei einem Versuch der zusitzliche Druckverlust bei Staubaufgabe (A ps—A pi), auBer- 
dem die GréBen V und G bestimmt worden sind, so kann mit Hilfe der Beziehung (4) die Staub- 
geschwindigkeit c, am Diisenaustritt errechnet werden. Aus der Gréf®e der Staubgeschwindig- 
keit c. kann andererseits auf Gréffe und Widerstand der Staubteilchen geschlossen werden. Zur 
Berechnung dieser Zusammenhange wird zunichst angenommen, da® der Staub aus kugeligen 
Teilchen vom Durchmesser f und vom Raumgewicht y; bestehen mége. Wendet man das Grund- 


A ps—Api= 
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‘keitsverhaltnis c,/v, und damit der 


gesetz der Mechanik, daB Kraft gleich Masse mal Beschleunigung sein mu8, auf die im Abstand s 
vom Diiseneinlauf befindlichen Staubteilchen an, so findet man 


dc & ie We ae y 
“dt pauraeker a A (v oars ‘ (5) 
wobei 
— d de 
a=gy(Re) Re=L0—9 », eal tere (6) 


Setzt man fiir die MeBdiise Abb. 1 wieder v=v,=konst. sowie v;=c,;=¢ ~ 0 und lést Glei- 
chung (5) nach s auf, so erhalt man folgende Beziehung: 


4 ys cdc 


ee © 
Fir sehr groBe Reynoldsche Kennzahlen (Re > 1000) kann a=a’'=konst. gesetzt werden. 


In diesem Fall erhalt man fiir c=c, und s=I 


Bes ele ty Ss pk) 8 (8) 


VL a Vp—Cy 
Je feiner der aufgegebene Staub 
bei einer vorgegebenen Diise ist, um Geschwindigkeitsverlauf in einer MeBdiise nach Abb. 1 fiir kugelige 
so gréBer wird das Geschwindig- Teilchen verschiedener Gréfe bei y;= 3000 kg/m? und v=v.=30 m/s. 


‘ Verhélinis Staubgeschwindigkelt c zur Gasgeschwindigkelt v; 
zusatzliche Druckverlust A ps—A pi g cd ys eee 


bei Staubaufgabe. bs 5, 
3. Durchrechnung eines Beispie- abe Sida 
les. Die Versuchsbedingungen seien 08 ee sy Bnvce tons 
wie folgt gewahlt worden: Q7 | 
v,=30 m/s, v, +0 m/s, 20 ; 
: Ob Durchmesser der kugeligen — 
yi=1,22 kg/m*, y; = 3000 kg/m®, i Teilchen ia, Se 
d=2mm, D=20mm, /=20 mm, od 7 
A=0,038, A’ =0,02, n/yi=0,145em2/s, gy # 
G= 0,2 g/s, V=0,0945 1/s. 03 3 
Die GréBe x wird der Einfachheit : ; 
halber konstant zu0,7angenommen. 9? ont Rs 
Fiir die Versuche mégen kugelige Qr a 
Teilchen Verwendung finden, deren Abstand s vom Einlauf 
Widerstandsbeiwerte! durch die fol- BAR POO EE NEN IE LON Aas CE Cle) AE SOY 
genden Beziehungen gegeben seien: Bp 
a Re= 24 ee Re) (Re <1), 


a Re =(|/24 +|/0,08741 Re!’)” (1<Re <8), (9) 


a Re'= (//244 + (0,3 Re)? (8< Re <300). 


Unter Verwendung der Beziehung (7) wurde das Geschwindigkeitsverhaltnis c/v, als Funktion 
des Abstandes s vom Diiseneinlauf graphisch ermittelt und in Abb. 2 aufgetragen. Fiir die MeB- 
diise ergeben sich folgende Verhiltnisse: 


Durchmesser f der Gea nadickenss Druckverlust Ap, 
Pudligen neues verhilenis eo; ap er eee. 
(1 =4)s500 mm) am Ende der Diise leg jin? ® 
5 0,98 281 
10 0,87 258 
20 0,66 215 
40 0,455 172 
; 80 0,305 141 
160 0,200 119 
320 0,130 104 
; ohne Staubaufgabe HED 


1 Gumz, Feuerungstechnik Bd. 26 (1938), S. 253. 
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Die Rechnung zeigt den Anstieg des Druckverlustes bei gegebener Luftmenge und gegebenem 
Staubgewicht mit kleiner werdender Korngréfe. 

Bei sehr kleinen KorngréBen wird unter Umstandew die Rechnungsvoraussetzung, dab 
Ce=C, =v, ~ 0, nicht mehr erfillt sein, da das Staubkorn bereits bei seinem Eintritt in die Dise 
eine gewisse Geschwindigkeit erreicht haben wird. In diesem Fall ist Beziehung (4) nicht mehr 
giltig. An Hand der allgemeineren Beziehung (3) lat sich nachweisen, daB in diesem Fall bei 
sehr, sehr kleinen Korngréfen eine Senkung der Druckverluste eintreten kann, wobei beim 


} Hed 
Grenziibergang zu f=0 der Druckverlust dem Wert Ap;—A pi= (Gv,2/2g V) (1 Arenas x) Zu 
streben muB. Um diese Erscheinung zu vermeiden, empfiehlt sich fiir Untersuchungen in diesem 


Bereich die Verwendung kurzer Diisen oder eines Tragermediums von geringerem Raumgewicht 
bzw. geringerer Zahigkeit. 


4, Versuchsergebnisse. Zur Bestimmung der Staubfeinheit auf Grund der durchgefihrten 
Uberlegungen wurde die in Abb. 3 dargestellte Apparatur benutzt. Der Staub wird aus einem 
Behalter kontinuierlich dem Auffangtrichter 

Anordnung der Versuchsapparatur. A zugefithrt, durch den Luft angesaugt wird. 

Wenn notwendig, mu8 der Staub vor der 
 Aufgabe zerstaubt werden. Der staubfiihrende 

Auffangtrichter A Gasstrom passiert die MeBdiise B und an- 
schlieBend ein Stoffilter, in welechem der 

Staub zuriickgehalten wird. Der gereinigte 


Abmessungen der 
MeBduse B nach Abb. 1 


ice Mebdise B Gasstrom gelangt durch die MeBblende C in 
De owt nach Abb.1 das Absaugegeblase und von da ins Freie. 


Die MeBdiise B entspricht in ihrer Ausfiihrung 
der Abb. 1. Die MeBblende C dient zur Be- 
stimmung der Gasmenge. Durch eine Drossel- 
klappe hinter dem Geblase kénnen verschie- 
dene Gasmengen eingestellt werden. 


Vor Durchfithrung der eigentlichen Ver- 
suche wurde zunachst die MeBblende C mit 
einer Gasuhr geeicht. AnschlieBend wurden 
verschiedene Gasmengen ohne Staubaufgabe 
durch die Apparatur gesaugt und die Ab- 
hangigkeit des Druckverlustes Ap; in der 
MeBdiise B von der Belastung mit Hilfe der 
MeBblende C festgestellt. Zur Durchfithrung 
der eigentlichen Feinheitsbestimmung wird 
wahrend eines bestimmten Zeitraumes gleich- 
maBig Staub aufgegeben und die Anzeige der 
MeBdiise B und der MeBblende C wahrend 
der Staubaufgabe beobachtet. Die Apparatur 
wird so eingestellt, dafs méglichst keine 
Schwankungen in den -Anzeigen wahrend 
des Versuches auftreten. Durch Auswiegen 
des Filters vor und nach dem Versuch wird 
die aufgegebene Staubmenge ermittelt. Aus 
der Anzeige der MeSBblende C ergibt sich 
die abgesaugte Ijuftmenge und aus den Anzeigen der Mefdiise B die Druckverluste mit und 
ohne Staubaufgabe. 


Drosselklappe 


Abb, 3. 


Fiir die Versuche wurde Erzstaub, der in einem Zyklon abgeschieden worden war, verwendet. 
Der Staub war durch Aussieben in mehrere Fraktionen zerlegt worden. Zum Vergleich wurde 
auch eine Probe Gichtstaub aus einer Trockengasreinigung und eine Probe Zementstaub aus 
einer Entstaubungsanlage untersucht. 


Die Ergebnisse dieser Untersuchung sind in Tafel 1 und in Abb. 4 zusammengestellt. Aus den 
MeBergebnissen wurde mit Hilfe der Beziehung (4) die Staubgeschwindigkeit- c. am Ende der 
Diise errechnet, wobei der Wert y'lx/2d mit 0,07 angenommen worden ist. Die gleichen Werte 
sind in Abschnitt B fitr kugelige Teilchen ermittelt worden. Es la8t sich jeder Staubsorte eine 


te 7 all = rt + 
Pay 
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gewisse Kugelgriéfe zuordnen, die in einer MeBdiise nach Abb. 1 bei gleicher Luftgeschwindig- 
keit v, die gleiche Teilchengeschwindigkeit am Diisenaustritt ergibt und somit widerstandsmaBig 
gleichwertig ist. Unter der Annahme eines analogen Verlaufes der Widerstandsbeiwerte fiir 
Staubteilchen und Kugeln, laBt sich auch die Fallgeschwindigkeit des Staubes in ruhender Luft 
bestimmen, indem man diese der Fallgeschwindigkeit der widerstandsmabig gleichwertigen Kugel 


gleichsetzt. Die Fallgeschwindigkeit von Kugeln in ruhendem Gas errechnet sich aus Beziehung (5) 


; dc : 
wie folgt: een? ee 


4, g 
w= |/— 2 2 ¢. (10) 


Auf diese Weise sind die in Tafel 1 fiir die einzelnen Staubsorten angegebenen Fallgeschwindig- 
keiten und gleichwertigen Kugeldurchmesser ermittelt worden. . 


Den untersuchten Staubsorten entspricht widerstandsmaBig ein Kugelteilchen des gleichen 
Raumgewichtes, dessen Durchmesser kleiner ist als die Maschenweite des Siebes, durch das das 
Staubkorn gerade noch durchfallt bzw. zuriickgehalten wird. Bei groBen Staubteilchen werden 


Versuchsergebnisse mit der Apparatur nach Abb. 3. 


Verhitinis Stoubgeschwindighelt ¢ zur Gasgeschwindighelt Vp am Ende der 


1 Mebdise 

y T T os 

08\\- Rechenwerte fur Kugeln mit einem ApNgal ile the 

"| \#aumgewicht von 30 ia dm 

Q7 nec { pee | 

1A, = 7/1000m™m 
06 s L Be a 1 
G; r i ce Bona t empl cnc 
he Versuchsergebnisse mit 

g T SwZgesieblem Lrestaub) ; rs ‘aoa Rarea cl 
08 ~. ~. i | | ie hw a! it 

a2 ~n hes Seis Ste. ih 

g7 T eso 4 

mithlere Maschenweite bzw Kugeldurchmesser © 


0 20 4O 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 520m 
Abb. 4, 


die Unterschiede gréBer. Die Gichtstaubprobe ergab die gréBte Feinheit, in ceinigem Abstand folgt 
die Zementstaubprobe. Bei dem Gichtstaub kénnte allerdings das Ergebnis bereits durch die 
in Abschnitt B besprochenen Einfliisse verfalscht worden sein. 


In Abb. 4 wurde das Geschwindigkeitsverhaltnis c,/v. fiir den untersuchten Staub in Ab- 
hangigkeit von der KorngréBe, wie sie sich aus der Siebung ergeben hatte, aufgetragen. Der 
Verlauf ist ein ahnlicher wie bei den entsprechenden gerechneten Werten fiir die Kugeln, nur legen 
die absoluten Werte héher, was auf den gréferen Luftwiderstand der Staubteilchen zuriickzu- 
fiihren ist. 

Die vorliegende Untersuchung sollte nur die grundsatzlichen Méglichkeiten dieses Verfahrens! 
aufzeigen. Bei der praktischen Anwendung miissen die Versuchsbedingungen und die MeBdiisen- 
form der jeweiligen Aufgabe angepaBt werden. Fiir Staubgemische ergibt sich die Méglichkeit 
der Bestimmung eines Mittelwertes, der als MaB fiir die Feinheit des Staubes Verwendung finden 
kann. Bei vielen technischen Aufgaben z. B. bei der Bestimmung der Abscheideleistung von 
Staubabscheidern?, 3, 4 besteht ein Bediirfnis nach einem derartigen Verfahren. Die beschriebene 
Methode hat den Vorzug, da® sie eine Messung am schwebenden Staubkorn gestattet und sich 
auch auf feinste Staube anwenden la8t. AuBerdem ist das Verfahren schnell und verhaltnismabig 
einfach zu handhaben. 


1 DRP. Nr. 660107. 

2 FachausschuB fiir Staubtechnik: ,,Richtlinien fiir Leistungsversuche an Entstaubern™. VDI.-Verlag 1936. 
3 W. Barth, Stahl und Eisen, 55 (1935), S. 1129/34. 

4 W. Barth, Arch. Warmewirtschaft, 14 (1933), S. 267/69. 
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Tafel 1. 
Bestimmung des Luftwiderstandes verschiedener Staubsorten. 
Feinheit | - | 
des Staubes Ab- | AD Sit 
| Mittlere | gesaugte | ite ey é 
Versuch : Durchfall} Riick- | 5 schiedener | Versuchs- | gehalt in 
Material ; Maschen-| Luft- . 5. 
Nr. durch Sieb} stand auf| ~" . | Staubim | dauerins| kg/m? 
mit Sieb mit Weite in « menge V ai ; GiIV 
Maschen | Maschen | din 1/s- * | Filter in g ''9 
pro cm? -. pro cm | 
| | | | 
: 2 
1 Hesstant 10000 — — 0.0874 | 28,2 180 1,79 
2 Bee OE 4900 10000 15) 0,0850 33,6 180 DLO 
3 Taio 15) 4900 130 0,0827 43,8 180 2,95 
4 Riseteide 900 1225 185 0,0831 54,4 180 3,64 
5 yy 325 900 240 0,0831 96,2 | 180 Seb 
6 Gichtstaub | 10000 —_ — 0,0965° 4) "1,99" | 180° 10,215 
7 |Zementstaub| 10000 a — 00986 | 2,37 | 180 | 0,134 
Druckabfall in der | Zusatz- aes ante | -Fall- 
fA ; taub- - stands- : 
Geschwindig- BE anee = wae ee geschwin- Ge- maBig oe 
keit v rues ver| digkeit c,| schwin- wleich= tte 
Versuch : eB Ap A lust bei © e 2 led 
| in der y Ps : am Ende | digkeits- | wertiger £2, 
Nx. s ohne mit Staubauf- Epes 8eF |Staubesin 
Diise Saas Seat a der verhaltnis | . Kugel- h 
ae Bubs hipeere. co MeBdtisel um teu durche |TUhender 
aufgabe | aufgabe | Ap,-—Ap |. BNE Luft 
kg/m? kg/m? kg/m? eho fia i we in m/s 
| in 
1 27,0 65 125 60 11,0 0,395 by 0,23 
2 27,1 61 125 64. 9,9 0.360 60 0,29 
3 26,3 58 125 67 7,95, 0,302 | 80 0,47 
4 26,5 59 mail 25, 66 6,28 0.236 | 116 0,78 
5 26,5 59 125 66 | 6,09 0,230 120 0,81 
6 30,7 85 94 eS aR) 0,764 | 14 0,018 
7 Slay 90 98 8 17,5 | 0,558 | al 0,066 
Anmerkungen: 
MeBdiise nach Abb. 1 mit D=20 mm, 1=20 mm, d=2,0 mm. — 1 wu entspricht 3/49) mm. — #’ 1 x/2d 
geschatzt zu 0,07. — y,=3 kg/dm?. “ 


(Eingegangen am 20. Januar 1947.) 
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Die dreiseitig gelagerte Rechteckplatte 
(II. Mitteilung). 


Von K. Goriupp in Graz. 


1. Einleitung. Im Anschlu8 an die I. Mitteilung! wird im folgenden die dreiseitig gelager te 
Platte bei Einspannung der gegeniitberliegenden und aller drei Rinder untersucht. Deri in ein- 
fachen trigonometrischen Reihen dargestellten Grundlisung wo der frei aufliegenden Platte 
(vgl. I. Mitteilung) wird dabei eine aus einer Reihensumme bestehende Zusatzlisung w, iiber- 
lagert. Durchbiegung, Momente und Querkrafte ergeben sich dann als Summe aus der Grund- 
lésung w, und der Zusatzlisung w,. Wahrend die Anteile aus der Grundlésung wy, wie in der 
I. Mitteilung gezeigt wurde, fast durchweg durch geschlossene Formeln dargestellt werden 
kénnen, konvergieren die Reihen der Zusatzlisung w, so gut, da schon eine Entwicklung iitber 
wenige Reihenglieder Ergebnisse von vollstandig ausreichender Genauigkeit liefert. 


2. Lésungsansatz. a) Allgemeines. Bei Einspannung an mehreren Randern muB der nach 
(10) der I. Mitteilung ermittelten Biegeflache, die im folgenden mit wy bezeichnet wird, noch 
eine weitere Flache w, iiberlagert werden, die der homogenen Differentialgleichung (9) der I. Mit- 
teilung geniigt und mit wy zusammen die Randbedingungen erfillt. Diese lautet bei Beibehaltung 
des bisherigen Achsenkreuzes (Abb. 3 der I. Mitteilung) in ihrer allgemeinen Form 


i 
We ncosn [4 Ginnayn+ Banayn Gnnayn+ C, nan Coj nx -L 
} ) cosnz &| An tH 4 1S pC 7 Sof nz Nas Con ae 
1,355 
: ; ; 1) 
2 nm) nié TUTE. ah a TUT 4 7? (I 
+ Ynsi bald 37. [DaGoi- ge + Ba +35 Gin | - ay 
oo) ae 2 n? at? Go| => 
1305 
ee 1 4 7? 
wobei die Faktoren -,——. -, ——————— nur zur Verein- 
nx Co) nah n? x? Co} s 


fachung der Zahlenrechnung beigefiigt sind. Die Konstanten A 
bis E sind den jeweiligen Randbedingungen anzupassen. 


b) Gegeniitberliegende Rander ecingespannt, gleich- 
maBige Belastung (Abb. 1). Als Grundlésung wird die drei- 
seitig frei aufliegende Platte gewahlt. Die Zusatzlésung nimmt 
die Form 


Abb. 1. 


23 1 


‘w, (€,7) = Yrcosnaé| A, Cinna + Cr nxn Coj nz 9] a ~ 


n? 2? Coin a7 


oe (2) 
eee m-€ NRE g. NUE 42” 
see sin D,, Coj 2) = Ey 5 ST 27 : : = Saree 
i 2h “4 n> x? So} = 
1,3,5 a 


an und erfiillt bereits die Randbedingungen 


ed 0° al ’ 
far 7 =02- 10; = 0, ee ele (3) 
Die vier Konstanten sind den noch-verbleibenden Randbedingungen 
2 , Bihats Oo alt ; 
fing ee a0, 
07/7 07; & 07) (4) 
0 dw 
fir €= 1b}: - w,= 0, Fa ae | 


anzupassen. Nach Ausfithrung der Differentiationen und Zusammenfassung erhalt man die vier 


Bestimmungsgleichungen : 


1 K. Goriupp, Ing.-Arch. 16 (1947) 5.77. 
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= 


‘ lee) 
is cosna&[AnTgnwA+Cn(2IgnwA+nz2)| Dep sin = [ Da Gof 
1, 3,5 


aoa 
papi 2 
ies 
NUE .. nwe 1 
th i —s —_ =, 
VES 94. ain al Co 2 
A, =C,(1—nadatgnaz A), 
( g ) (5) 
SABES nim 
Dy =~ En 4 55 24, | 
@ oo 
PANN on UAT 
= Selon Ey Ginnay + Cranwy Cojn nan) & wa Lee eremt eae. : 
ae5 1345 
nt alate 0 Wy 
‘ En [39-45 4A er 4A 7 Ua ip) aE eat, 
Diese lassen sich noch weiter zusammenfassen 


Yreosnerd Gy [SgnwA(3—nazA gnaw) +nxA| — »: 
13hs 


a nzé n7é& 
nsin ——- En | ah Sin yas 
1, 3,5 
nt nm nzé& iT 
= Gh este (Dyfuse oo dee pete SLE 
4a 8 ay © Sige Je 
oo 


sin-—- Cn [Ginny (1--nzdA Ignaz) + nay oj nan] ——— 
WEES 


(6) 
Cojnah Peer 
a5 2A. nay E,\¢ ait WO aad +43 __ 0 Wy 
ay) Re A [tet ee roe ba et 
1, 3,5 
Um die einzelnen Glieder dieser Reihen miteinander vergleichen zu kénnen, miissen nun auch 
die Ausdriicke 
nzé& ~. nwé nz nz - nae 
Ee Cis os cid weenie ake 2 
[Sinnay (l—-nwAIgnw) + nx Cojnay] a (3) i 
in cos- bzw. sin-Reihen von der Form 
+4 
f (nse) = Yrzecomat | f f(n, d)cosmaéEdé, 
Posi: 
' Apo ucgeg, SN! ae grit GT 
f(n,n) = > m2sin a4 ba yay a dy 
1, 3, 5 0 


43 


entwickelt werden. Die Integrale [fe E)cosmaéE dE der einzelnen Glieder von (7) lauten: 


‘ U +3 
[n nwé WE 
J Bere ow] 7 Gin 55 c08 ma& + ma boi" sin m7 is 
2 2 #2 7 (10) 
pRB RIE cy Tse AP TE 
SGD em ee tec he” 
seg ARS 1 WO) o MUS iy) fs Sone DIS 
fein wi cosmmédé = (24) 4 may [55 Si g4 Cosmas + maGin 5. sin me | ae ah Oe 
oy 
+3 % : +4 
3 ME PAE gn 1 ee ng . re) Sis VOSS e x4 
[om A sinmaé dé (55) +m a? 2A 2M 2) sinmmé — maz Sin a7 cosma&| = 
—3 2A 4 
1 n ett sa. EOE 
(Ap me a SG ears 


(12) 


e Pe alineakplatte a. Mitelung). 


SL Oe 44 
Se font cosmarg Ady ait 


37 cosmag. dE = - x " 
. | eda cay 


» <a eee x fons fommae ds oma [ en igor | eas 13 
F ye sin mz é ge (13) 
ee (sz) + 
4 mbrisg 3 mont — 2 z Coj- an ie 
es fae 4h An 7 x re 
ga eae | 
Durch Zusammenfassung von (10) und (13) erhalt man weiter ; 
i ) nx nx naé y = 72 
; = eg. Way =): ™cosma& Se Sane ees ™ Co. sin (14) 
Rissa Oo a. Refresh Pa ee 
fand in ahnlicher Weise 
[Sinnay (lL nad Ignad) + nay Goji nay] = sah, i a. agin my, 


1,3,5 (n? + a) (15) 


m= Pe vIUSTL 
xX = Gof nz A sin —— . 
Bx i A 2 


Aus (32) bekommt man 


, 


aw, Apia ee 1 ay 
a (+39) == ey Seige |b - Coiman ta nan Sin nay + : 
=e 1,3,5 (16) 


1 
© 3 Sinn as Gcinwiianl 


o 
4 
; 
, 
4 
q 
a 
3 
| 


| gin ny (3 Sin? na A— S(nx A) A —jnan Cof nan Sin? nach 


te al 


: Bad durch Entwicklung gemaf (9) weiter 


4 vs 4 | 
ib? n 1 1 4 AN Re fates v7 
,2 Fu J[flon)sin or dy 24 Ea, ie ( Peele Sinn a Asin 5 ae 
i 2 ‘ 
) o- 42) 
2 
a tlt" Coj nw A sin ee = J = ((n = ae) Ginna Asin ee ai am) |+ 
4 ; eer en (17) 
3 6 Sin? nazA— (na dp n WA ue 
4 3Ginnz/A GoinzA+nalh a Colnz A sin N, | 
Ae Dn? In 27 CinnaAsin-- — ie eae Coj nawAsin | 
3 Ginn2z/ Cojnastnad 2 T Py Te naa na 2 ; 
4 7% 
t . 
Nach Zusammenfassung folgt 
= r ee te ie BOTY at erie (18) 
een f(n,7) PAC oe. 22 (ne eee . ma ' 2A 3Ginnz/A CojnzAtnzd 
- °* 0 4. 72 
k Sap Apat 2 oe gt dito a [ 4 An® m? Sin na Asin Pat a ba (19) 
a€é hE yee Dna oe! { t | 2A 3GinnzA CojnzAtnad 
WS, IRE 2 


Durch Einsetzen von (14), (15) und (19) in (6) ergibt sich nunmehr 
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0 foe) Ona Day 
yaGe [tgnzA(3—nad Ignwd)+nawA| cosnmE+ Yes hs rE 


1, 3,5 1,3;5 1,3,5 
> 5 Bis , sin oe sin my Encos mi& =.0, 
( 3 4m)” © 
4 7? 
OF eet a re 1 Ne Igo Va - mrn ed =* | naw (1 na no 
Be (nip oy Bite gs conn oye ae) Mae aad 40°34) * | (20)' 
LAS aIe Ss 5 ae 1, 3,5 
n i pA area ee 1 1 [22= 
fay ees SSeS eae seer Ps Ee SES Sa 
Aa Es sin 2) E 4i ys an Heit (n? me iP ma 
630504 3u5 a 
mm Sin nat Asin Jin may) 
"2A 3GinnnzdA Gojnadtnndal 24 ~ : 


Schreibt man nun in den einfachen Reihen m fiir n, so erhalt man zwei Identitaten, die nur 
dann erfillt sind, wenn sie fiir jedes m befriedigt werden. Es ergeben sich auf diese Weise zwei 
Gleichungssvsteme ahnlich denen, die Hencky1 fiir die allseitig eingespannte Platte angegeben 


hat: 
n> nr ce 


co 
Sl 7 oe nT 9 2 42\5 i 
Ym Cm sin gt es Game te 5 
3, 


8 STuge we Lae Ds CLL OYAS meena 
yr Cr [ne Ac sin —5— Em Em sin 20 en sin —— X (21) 
3.5 A? 5 


ey 


x wizyl TR Azs ne 3GinnnzAGojnnAtnad 3 


mz 1 Ginnzd 4 ae | 


fiir alle ungeraden m von m=1 bis m=. Zur Abkiirzung wurde hierbei gesetzt 
Tt 4 
Septic CERES [SqomaA(3—maAIgmad)+maAl, | 


wh (22) 
2 2a E m wt (i WU Rees, "S) ; Tr | a 
SC OS ead oe ry i a iy al hf 


Fur ein gegebenes Seitenverhaltnis / lassen sich aus (21) die Konstanten C und E berechnen. 
Dabei ist die Konvergenz der Reihen so gut, daB man sich auf wenige Werte beschranken kann. 


Ersetzt man in (2) die Koeffizienten A und D durch C und E, so erhalt man 


1 
n? x? Co} nah 


w,(€,4) = me cosnaé Cr [nay Coinay + Ginnay(1— nad Ignaz A)| 


1,3,°9 


a : ‘ : 
. IT 4) nmwsg aie 3; J J 5 S 
a Yasin “3 E,| Se 5 ay Be 
TerSir a. 42 


Aus (23) folgen fiir »=0 gemaB (4) bis (8) der I. Mitteilung die Momente 


= ss 1 
me EJ ye cosnwé Cy [nay Cofnay + Ginnay(1—nawdA Ignax)| WaRees 
1 


1, 3) 5 


: 1 fe are Tee na nm nzéE —,.. nwé 1 
— nein =— io ——— (2 - —— ¥q — =) + ot | = 
Me 2A ; | fee AA Pag 2 ¢ | 


Cojnah 


me LRA IS ee cosnaé C, [nay Cojnay + Ginna (3 —naAIgnzA)| 
13) 


2 
az 

+ 
5 


] 


nas nm na nag 


Bae s Neaadae B nee 


_  WeH naé >: 
Sie nSin 2) Ex ss Sin 3 5) ih Al AD ao “4h 


(oo) 
3, 


1, 


! H, Hencky, Der Spannungszustand in rechteckigen Platten. 1913. 


ro) 


eb Bean 


ae i 
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die Auflagerdriicke 
a 


(ee) 
a’ (+39) = + nie {2 es sin gle [Sin ny (5—nadA IgnzdA)ina 7 Soj nH | +z 
{a8 Coj nad | 


zi ie ny ni Nw aH na) nx 
oes 9q En |29 aq (1 Faq 28 iG 4a] 2a? 


cs A , 25) 
1 J (c wWeATgnazd = naé naé ( ( 
15a( 31) eee n ae ee 1 n Wes See ak 
a, (&, 0) a ps Con mA Cr cos nm & + Ds En | hy ecu here aa | 
»3, 1, 3,5 
A Re Sy / na, na na | | 
aes (4 47 33 el 2ACo} 2 | | 
4a 


se 8 { Sey eS ag 2—nazA Tanz e n7 na nz 

1 at att wane ope Nae Se hs Seperate eee ea ow OY 

A fer 2» 0) = ob a | ) are Cn Cof nad » En| a eae eg (1 ), 4g NI 
1a ‘ 


Aus Uberlagerung von (24), (25) und (26) mit (40), (42), 
(45) und (47) der I. Mitteilung gewinnt man die endgiil- 
tigen Werte fiir die Momente und Auflagerdriicke, die 
Einzelkrafte in den Ecken verschwinden dabei. 


c) Gegenitberliegende Rander eingespannt, 
Dreieckslast (Abb. 2). Gegeniiber Abschnitt b) andert 


~- fiir den aus (50) der I. Mit- 


sich nur der 


teilung folgt 


GAO GH Thea (ey). is 46d* © Lor eae 2 
ag (£457) = F EJ pe n> n° Beet ' 36innz/ Cojnazdtnad 
7 143525) | (27) 


-Sinnay (nw CojinwA-+ 2 Sin nz A)| . 


[nay Coinay CinnaA— 


Durch Entwicklung von (27) gemaB (9) erhalt man weiter 


Z 
1 man g 1{47??n tine. 2CGinn aa | 
S a) SIM OY sin —.— 4+ = —X 
2 [fla ee eae | m? 7 2 3 Ginna GojnadA+-nas 
0 
: : aly SRE PECoAVeE, Uline es Se Lens { 
<— = [ RAC TUTE SLO eg a Sojnaw/ sin —,; | = (28) 
Z “ Pale Rat? 4 
A+2GinnzA 1 Senet eee EeTItct, 
: AOA NE oi ) —_.- Col m7 Asin’ —] | 
3GinnaA CojnaA tnas pe 2 | 
r 42 
und daraus durch Zusammenfassung 
) Sharpe _ MAW. ma ia il 
pea = 7 sin —! sin ey ie Se tos epreWaire eee 
ae j en 24 “4 | m mt, 
Pepey, J 5 ? 
53; x 
m-* | (29) 
elie bree 
“ My A ene 4 4 75 ; 
— : : — —lInwAt+ Ginnws Goji nwa (— peg t 2)| : 
3GinnaACojnastnas Seiad | 
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Sah e 1 . nt ma Case ooe Ee Ohe De 
x n Cy - Sa ae Ete KE, sin == n—> — | aoe a x 
fo) ee 2 By 25, mira \ ot Pee 
USE5 ae BENG 472 
2 m* (30) 
: a4 1 Gol ned (ot 
a nzwA- Sinn 4 Coj nz ae 
3 Sinnx2 CojnazdA--nad 2 netted m* | 
Ly anne 


Mit (21) und (30) kénnen nun fiir ein gegebenes Seiten- 
verhiltnis 4 die Werte der Konstanten ermittelt werden, 
Durchbiegung, Momente und Querkrafte infolge der Rand- 
einspannung erhalt man aus (23) bis (26). Ihre endgiiltigen 
GréBen folgen aus Uberlagerung von (23) bis (26) mit (54) 
bis (64) der I. Mitteilung. Die Einzelkrafte in den Ecken 
verschwinden dabei. 


d) Rander eingespannt, gleichmafige Belastung 


(Abb. 3). Als Grundlésung wird die dreiseitig frei auf- 
liegende Platte gewahlt. Die Zusatzlésung habe die Form 


WwW, = » cosnzé [An Ginnayn+ Binay Sinnay+ Cranay Cojna7) 7 ee 
3, 5 
é : (31) 


ie na s naé _. na&}] 422 
sae 71 aoe aa Oa | eae 
1, 3,5, ; 
und erfiillt bereits die Randbedingung 
fiir = 0. w, = 0. (32) 


Die fiinf Konstanten sind den restlichen Randbedingungen 


ms dw Ow 
fir n=0: eh Apsek es eNO 

/ 07 07 

02 w 02 ww a2 w ; 

fiir n= A ER aay rg) Ci Se atl 22) . 

09 07° 0&0 0, (33) 
ic ES i NS INT ita ae ts 

nd ag g 


anzupassen. Nach Ausfiihrung der Differentiationen und Zusammenfassung erhalt man die fol- 
genden Gleichungen: 


aes 


5 1 o05 


neosnawé&[An Ton tTA+ Bri(2+ nah Ignw)+ Cr(2ITgnwA+ nz A)| Cojinad — 


sae na f : nia§ Sep TC Gime oe ae TETAS 
nee 5 [ Dn Go} 57 ee 9, SG ]=0 
ine 
A, + Br (lgnaA—naA) + Cr (1—nad Ignaz Ad) = 0, (34) 
1 E En KS Q RL 
} raga har Be 


Bae pace IU Sm irs : 
; vi sin 5 [An Ginny + Binayn Sinnaynt+ Cy nn Soj\n70 1) a tt 
nit 
3 


2h 


oe nine TESTU ikea x 7 9 ; 
la ye sim | Dats. bith oh (a9 ne alee Gof ne du 
hd? A L Umae é 
3 
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und nach weiterer Zusammenfassung 


Jincos nxé&[Ba(IgnzA— nz A) +- Cn (2 


—nwakt mite AE nme Si gd 
wA Tgyns A) pe oe ae clare: 
1,3,5 1,3, 5 
nawé&| 2A “Y ow 
TT i gy Os | =4 8n ” 
Jncos nm §| (Io? nwA+ 2) + Cr [SgnaA(3—-nwA TgnwA)+nwAa|\ Cojnw 
1,3,5 
© & & mé 
~ Yasin" Es [sae Sin Be BE ag BH oj BE \=9, 
1, 3,5 


he sin —— Be [nx Ginny + Sin ny (IgnwA-—nwA)| + Cr lnay Cojinay 4 
1,3,5 


5 = Te a m7 n7z nT 

+ Snuwy(l—naa Tanz) 4. ee n-sa En Ee a (1- 40 ag ) + 
NS 5 fess 

: |e Gs <e 0 Wy ; 

Sag Bae - == . 


ag 
Aus (38) folgt 


pat ©& 2cosnzé sin 
0 = L = 
07 (S ) 


ie) 
— 


3 Gur aad —(naipP 
n} 74 3 Cinna) Gojnadtnnh~ 
1,3,5 


Wird nun noch der Ausdruck 


[nxn Sinnzy + Sinnan (IgnazA—nzwA)| = f(n, 7) 
entsprechend (9) als sin-Reihe entwickelt, so ergibt sich 


ENS n 5 SeeagILGT 2nd, m1) 
f(n.n)= Yu-z a5 Es nad sin — -- — | s 5 
2 2 uP 2 m 2h 
ee (oe) 
Mit (14), (15), (36) und (38) 1aBt sich (35) umformen in 
prmeRs geS. [ Bn (ZgnaA—nzA) +4 Cr(2—nad4 IgnzA)| ~y ys ite = (2. a SERS 
Ax ie + ca 
15335 eso iaas Gj 
4 (oo) 
ain OB, Cp cos mas = — . a ue Zeosnmésin=~ 3 Gin? nz A — (nad)? 
2 4} = Fan 


3SinnazA Cojnadtnzd’ 


Yin cos nxé)B (Sq2nazA+2)+C,[SgnzA(3—naA Iona +naA]\oo nah + 


LEE he ee i “5 sin ——— = En Go| = cosmaé=0, 
1,3,5 1,3,5 (jz+) : 
33.5 1535 i (39) 
2 ] { ; Fa, ME Qin 
yn Sm 7B Poe mye \Bn oe = | 1s 
goa iameyn 472 
ST ee OLR INTE Oy erie. | MINTED “ae ae IF _ Why Wa) | 
+ (OF oj naa s1n mee n sgh $1n - yy) = Ve aoe, sin 2Ee 1G, pies 1 Mea rq Aa } 
1, 3,5 
AT is be cous J i AAn® 
[eet A sey. DY intat ig Sle s 
44 EJ (n? + ix) J 
yoo these 
. e ™m Jt 
ne Ginn z/Asin —— Jsin m1) 
* 22 3Sinnad GojnnzAtnad 
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(35) 


(36) 


ntl er Se 
3.5 ee oe oe 
apratd 


an. | 
. 
~ ie! 
“ss 
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und ahbnlich wie bei Abschnitt b) 


imac Kia oe Fae ie LE ee n NT 
Bm Pmsin Seer Cha yas sin zoe (@t4mt 2p E,, €oj ras 
Tes 
pat 1 3 Gin? ma A — (ma A)? 
, EJ 32m (3x? 3Ginmad Coimadtmai’ 
i" een 4 HDG n? heat na 
Bm Bm sin am Coj ma A+ Cn Ym sin = Gof maA+ Jn En (4m BE sin-5 Coj a 0, i. 
Nee (40) 
ye a ae |B. [in Eyal iS 2An sie (+ Cr Goj nz a}sin * ne Em ém sin Cof a 
1,855 ae 
pat foe) 16 22 1 m3? 2 Gin na Asin mn 
LORS m3 a3 (n? iat ja 82r? 3SinnazA CojnazA+-nad ote 
1,;3,5 eeagy? 
wobei fm, Ym, Em und pee Vn gemah ) und (41) zu bestimmen sind: 
Bm = ove aa (IgmaA—mai), | 
Bm rT fie 2 (Zg? mmA-+ 2). 


Fiir ein gegebenes Seitenverhaltnis / lassen sich aus (40) nun wieder die Konstanten ermitteln, 
wobei mit Riicksicht auf die Konvergenz schon wenige Werte geniigen. Aus (31) folgen mit 
(4) bis (8) der I. Mitteilung und »y=0 die Momente 


ml ae yn, 008 nzé[A,Ginnayn+ Bannan ginny + Co ny Cojnay] — ] 
x a~ 
T3575) 
BS t Veer ate nw é& naé& naz & nw 7) 
— Singin 7! Ea | rah cg lo (2 478 noe |. 
i 3,5 2 (42) 
yee >.n cos nz§ | An Ginna + Bn feel nuyn+nzn Cinnay) + C,(2Ginnay + 
@ 
1,3, 5 
naw nwé naé na na naé 
eed cer En ian Sin a 4 8 ag ON wale 
13; 
die Torsionsmomente 
Ce tO) 2 AL Singin SE ace ye eee (1 t%95"4)| 
(ae ON ae sera lee a Oh Www A i 
1,3,5 1,3,5 
oe (43) 
mi. (+4 Nae a yinsin “5 EGE ZT Baad nzA+ 2Cyl 
1,355 
und die Auflagerdriicke 
1 EJ _ nn ~s : r 
ai (+359) =—a + Yenasin ~~ [4, Ginna + Ba (4Goinay + navy Gin nz) + 
1, 3,5 
f - =i - NIU UD nm I nat mm \n7 
+C,(4Ginnayn+nu7y oj nan) | + » sin— 7 Ey, Eee (1+ ages mee 
cs . ie | (44) 
E/E 0) Sees b= wna cienet eee 
a, ( pO) aa >. nacosnmé[An+2C,] + 
1, 3,5 


© — 
BR ey ih NIUE IGE coy UE _ nT nm | : 
a Pe Cig roa (4 aa) 2A 
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e) Rander eingespannt, Dreieckslast (Abb. 4). Gegeniiber Abschnitt d) indern sich 


Wo 0 Uo 0 Wo 


ns : es BS ) 
a die Ausdriicke fiir ye und srk Der Ausdruck es (3,4) ist durch (29) gegeben, fiir 
Mey 


04 


.S 


(€,0) folgt aus (50) der I. Mitteilung 


& ot, 1 
0 Wo cosmms sin =a 


8 cat 
3O 0) <3 § 


fo) 
Lona 


VN TONER ee (45) 


n> 7° 


E CinnzA+nawd Cojnad 
Durch Einsetzen von (29) und (45) in (39) erhalt man die 


_ Bedingungsgleichungen. Durchbiegung, Momente und Quer- 
krafte ergeben sich sinngema®B zu Abschnitt e). 


3. Einige Potenzreihen. In Gleichung (21) konvergiert das 
in der eckigen Klammer stehende Summenglied so rasch gegen 


1, daB eine Teilsummierung der Reihen ogee , die 
noel eager ea 
143.58 
selber wieder gegen die Reihe Sra =1,01467 803... kon- 


LoS 
vergieren, méglich ist. Fiir einige m und 4 werden in Tafel 1 die Reihensummen auf acht 
Dezimalen angegeben. 


x=aé RSS 


(oe) 
vw ETA 
ene (n ah 


ar mast names 48 Guat er] Sia a9 osneetd 


1 


0,50 0,26218960... | 0,01451999... | 0,00314163... | 0,00114495... | 0,00053876... | 0,00029512... 
0,75 0,49276804... | 0,04775679... | 0,01059603... | 0,00386403... | 0,00181814... | 0,00099583... 
1 0,65398253... | 0.10460675... | 0,02496013... | 0,00915553... | 0,00430940... | 0,00236037.. . 


4, Beispiele. a) Allgemeines. Die Auflésung vor (21), (30) und (35) bietet keine Schwierig- 
keiten, da die Reihenansatze gut konvergieren und ‘chon wenige Glieder die Randbedingungen 
befriedigen. Es verbleibt also die Aufgabe, (21), (30) und (35) fiir steigendes n bzw. m zu ent- 
wickeln und aus diesen Gleichungen die erforderlichen Konstanten zu ermitteln. In den folgen- 
den Beispielen sind die Konstanten so weit bestimmt, da® mit ihnen die Bedingungsgleichungen 
(4) und (33) auf 1% genau erfiillt . ind. 

Wie zu erwarten war, ist der Einflu8 des dritten Randes bei Einspannung der gegeniiber- 
liegenden Rander nur gering. Die Verhaltnisse nahern sich mit zunehmendem 7 rasch denen 
des Plattenstreifens. Der EinfluB des dritten Randes klingt bei 7=0,75 A nahezu ganzlich ab. 
Auch hier entstehen die gréBten Momente an den Randern, fiir die die Querdehnung keinen 
EinfluB hat. 


b) Gegeniiberliegende Rander eingespannt, dritter Rand frei aufliegend, 
-gleichmaBige Belastung (Abb. 1). Fiir 1=0,75 erhalt man aus (21) folgende Konstanten: 


C,= —0,00771 E, = +0,04566 

C3;=-+0,00046  E,;=+0,00475 | | pat 

C,= —0,00013 E;= +0,00164 Evy 

C,= +0,00006 E,= +0,00130 
Die mit diesen Werten errechneten Momente und Auflagerkrafte sind in Tafel 2 bzw. Abb. 5 
zusammengestellt. Die Reihen (25) geben die Auflagcikrafte in den Ecken (+4,0) und (+3, A), 
da sie dort absolut, aber nur schwach konvergent sind, mit den wenigen ermittelten Konstanten 
nicht genau wieder. Da die Werte in den Ecken bei nicht allzu schmalen Platten jedoch fast 
nur von den Randbedingungen der beiden dort zusammenstoBenden Rander abhangen, kénnen 


ue 


see 
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sie von denen fiir A= ce nur unwesentlich abweichen. Fiir A= ergibt sich durch Differentiation 
und Grenziibergang aus der von Télke! angegebenen Formel fiir die Durchbiegung der halb- 
seitig eingespannten Platte 


~ OS ae =e 
ay(£1,0) = FP @ Yn gage FPG, (46) 
1, 3,5 . 
wihrend in der Ecke (+4, A) héchstens der Wert 
ax(+ 4,4) = ae (47) 


auftreten kann. Mit (46) und (47) zeichnet man nun die Querkraftslinien und beseitigt den 
geringen Fehler durch Flachen- und Momentenausgleich. Es ist dadurch méglich, auch in den 
Ecken die Querkrafte ausreichend genau darzustellen. . 


Tafel 2. 
Anteil u Fak- 
aS 
N 0 0,0826 |--0,0419 0,0407 
NS) 
x eee se) 
$ | 4 | 0,0744 |—0,0468!  0,0276 
! | i : u | 
Se) 0,0482 | —0,0605 — 0,0123 
0,0548 | — 0,0548 
mx 2 Re es 
oes —  |—0,0785 | —0,0785 | 
- 3,5 Pp a* 
AS ae a} —  |—0,0824)—0,0824 ; 
| \ i | 2 | 0,0384 |—0.0163| 0,0221 : 
pl 4886p Ta O° ea 
2 ** | 0,0658 | —0,0306) 0,0352 
| 0,0232 |~0.0105| 0,0127 
my 0 Psa) is 
=2 | 0,0192 |—0,0122}  0,0070 
| 
F1h90,878 0,058 | 0,433 
ay | = | 24) 0,485 -| 0,060 | 0,495 
| 2 | 0,366 0.132 | 0,498 
Sa ae ge sae need : 
~ 0 0,516 |= 0,181 0,335 | pa | 
4 oh | 
| fF 
a 0,479 |—0,204 | 0,275 
Abb. 5. ay asin! eee 
"sided 0,351 0,289 | 0,062 : 
ey 2 hE OOO nee OOn ) 
. 


c) Drei Rander eingespannt, gleichmaBige Belastung (Abb. 3). Fiir 2=1 erhalt 
man aus (35) folgende Konstanten: 


B,=+0,02595  C,= —0,02628 E, = +0,03323 | : 
a 
B,=+0,00362 C= —0,00362 E,=-+0,00024 | x 2. : 
- E } 
B,=—0,00155  Cs,=+0,00155 E;= +0,00004 | | 


1 F, Télke, Ing.-Arch. 5 (1934) S, 187. 


Cee aed 


agerte Rechteckplatte (II. Mitteilung). tes 


A, = +0,00027 2, 
EJ 


_ Die mit diesen Werten errechneten Momente sind in Tafel 3 bzw. Abb. 6 zusammengestellt. 
_ Dabei ergibt sich das Einspannmoment in der Mitte des dritten Randes zu my (0,0) = —0,0560 p a? 
und stimmt also mit dem von Koepcke! ermittelten Wert fiir den eingespannten Halbstreifen 
_ m,= —0,0589 pa? gut itberein. Fiir die Darstellung der Querkrafte waren noch einige weitere 
Konstanten erforderlich. 


i 


Tafel 3. 
4 nh | Anteil : 
| a Fak- 
’ Koh SOAS 4 0 ] aa > es 
| 0 
— SRR 0.1024 —0,0614) 0.0410 
hy = 
~ | 4 | 0,0915 |—0,0631| 0,0284 
q ae 0,0581 | —0,0708 | — 0,0127 | 
j : y Ps 
’ : 0.0340 | — 0,0340 
a Be eee ee mS as 
Pee -0,0657 | —0,0657 
‘ “| 2 | 32) © — | —0,0872 | —0,0812 
1 A | —_— | — 0,0832 — 0,0832 > ~G0560 | 3 
4 “| 0.0402 —0,0290, 0.0112 
> + | 0,0729 | —0,0438 0,0291 
a 54 0,0917 — 0.0539 0,0378 
Me - ar rs 
a 0 — | —0,0560 — 0,0560 
Wer | eee 
2 18 ~  ;|=0,0476 | —0,0476 
ri atiiise 
4 = — | — 0,0316 | — 0,0316 
; my ag ( 
= + | 0,0232 —0,0205} 0,027 
4 0 4 | 0,0217 | —0,0128} —0,0089 
‘ 2% | 0.0133 | —0,0091| 0,0042 


1 eh 


. (Eingegangen am 16, Februar 1945.) 


: . 4 


1 W. Koepcke, Uber das Randwertproblem an rechteckigen Platten. Diss. Berlin 1940. 


164 Siebel: Anwendung der Henckyschen Satze tiber das Gleichgewicht. - Ingenieur-Archiv 
es i DRONE TAIT TRCN iene AA Ger bce re Sar Pte Gis ia ee AS oe ee 


Anwendung der Henckyschen Satze itber das Gleichgewicht 
in plastischen Kérpern auf die technischen Formgebungsverfahren*. 


Von E. Siebel in Stuttgart. 


1. Einleitung. L. Prandtl’ hat darauf hingewiesen, das die von H. Hencky* abgeleiteten Satze 
iiber die Eigenschaften der Gleitlinienscharen plastischer Kérper fiir die Behandlung vieler 
Probleme des bildsamen Zustandes geeignet sind. Im folgenden soll der Versuch gemacht werden, 
mit Hilfe dieser Saitze ein Bild von den Beanspruchungsverhaltnissen bei einer Reihe von tech- 
nischen, Formgebungsverfahren zu gewinnen. 

Die bildsame Verformung geht durch Verschiebungen 
in Gleitschichten vor sich, die mit der Richtung der 
eréBten Schubspannungen zusammenfallen. Bei eben 
verlaufenden Forminderungen bildet sich dabei ein 
Gleitliniennetz aus zwei aufeinander senkrecht stehen- 
den Gleitschichtenscharen gemaf Abb. 1 aus. Wie 
oe H. Hencky? nachweisen konnte, 1aBt sich fiir die Ande- 
rung des mittleren Drucks p beim Fortschreiten von A 
nach B langs einer Gleitschicht der a-Schar bei gleich- 
bleibendem Schubwiderstand x durch Gleichgewichts- 
betrachtungen die Beziehung ableiten 


Ap = 2% Ap=ky AB. (1) 
Af bedeutet dabei den Winkel, um welchen sich die 


Normale auf die betrachtete Gleitschicht von A bis B 
dreht, wahrend mit ky=2% die als konstant angenom- 


Rea, 
hee 


Abb. 1. 


mene Formanderungsfestigkeit bezeichnet ist. Entsprechend lautete die Beziehung beim Fort- 


schreiten von A nach D langs einer Gleitschicht der /-Schar 
Ap, =2% Aa=ky Aa. (2) 


Gleichung (1) und (2) bieten die Méglichkeit, die Anderung des mittleren Drucks und somit 
auch die Anderung der Hauptspannungen 


k k 
o=p+ 3 ‘und o,=p—~ (3) 


in einfachster Weise zu bestimmen, sobald der Verlauf des Gleitliniennetzes bekannt ist. Durch 
das Gleitliniennetz sind gleichzeitig auch die Hauptspannungsrichtungen festgelegt, da die 
Hauptspannungstrajektorien tiberall um 45° geneigt zu den Gleitlinien verlaufen. 


Wie von H. Hencky® weiterhia gezeigt wurde, bilden die Gleitschichten bei ebenen Problemen 
zwei sich rechtwinklig kreuzende Scharen, wobei die Tangenten, die an zwei Kurven der einen 
Schar in den Schnittpunkten mit jeder Kurve der zweiten Schar gelegt werden, iiberall den 
gleichen Winkel miteinander bilden. Kurvennetze, die diesen Bedingungen geniigen, lassen sich 
nun unter Benutzung der von L. Prandtl! fiir den Verlauf der Kriimmungsradien abgeleiteten 
Regeln leicht konstruieren. Die Form des Kurvennetzes ist dabei haufig durch die Randbe- 
dingungen eindeutig festgelegt. Wenn die Eindeutigkeit der Loésung fehlt, kann nach dem Vor- 
schlage von H. Hencky der Loésung der Vorzug gegeben werden, welche die geringsten Krafte 
liefert. 


2. Stauchverfahren. Zunachst seien die Gleitliniennetze und Beanspruchungsverhiltnisse 
bei einigen technischen Stauchproblemen untersucht. Von L. Prandil? wurde eine Lisung gemaB 


* Der urspriinglich fir das Prandtl-Heft 1945 der Z. VDI vorgesehene Aufsatz wurde inzwischen im 
J. [ron Steel Inst 34 (1947) S. 526 abgedru-kt. 

1 L. Prandtl, Z. angew. Math. Mech. 3 (1923), S. 401. 

® H. Hencky, Z. angew. Math. Mech. 3 (1923), S. 241. 
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Abb. 2 fiir die Stauchung eines plastischen Kirpers von geringer ‘Hohe h zwischen ebenen und 
parallelen Druckplatten fiir den Fall angegeben, da®B die Rauhigkeit der PreBflachen so groB ist, 
da8 ein Gleiten des plastischen Stoffes entlang der PreBflichen verhindert ist. Die Schubspannung 
steigt alsdann an den Prefflachen auf t=}ky an. DemgemaB miissen die Gleitlinien einer Schar 
auf der einen Prefflache senkrecht stehen und in die andere PreBfliche tangential einmiinden, 
wahrend die Gleitlinien der Gegenschar itberall senkrecht hierzu verlaufen. Bei den Warmstauch- 


Or 
es 


hes 
bss 


a 


verfahren, z. B. beim Ausbreiten des Grates beim Gesenkschmieden, diirften die Reibungsver- 
_ haltnisse meist dieser Voraussetzung entsprechen. Bei der Kaltstauchung, zumal wenn dieselbe 
unter Verwendung eines Schmiermittels vor sich geht, ist die Reibung an den Prefiflachen jedoch 
geringer. Nimmt man an, daf} die Schubspannung t an den Prefflachen einen konstanten Wert ju ky 
besitzt, so ergibt sich ein Gleitliniensystem gemaB Abb. 3, bei welchem die Gleitlinien an den 
PreBflachen iiberall unter dem Winkel a=@+45° bzw. B=o@—45° geneigt verlaufen (u=tg 0). 
Die Gleitlinien bleiben dabei in gleicher Weise wie bei der von Prandtl angegebenen Lésung 


Abb. 4. Abb, 5. 


Zykloiden, und der mittlere Druck steigt proportional zum Abstand von der freien Flache an. 
An den freien Flachen selbst miissen die Gleitlinien unter 45° zu diesen Flachen geneigt verlaufen. 
Den Zykloiden wiirde dabei eine konkav gekriimmte Endflache entsprechen. Bleibt die Schub- 
spannung an den PrefSflachen nicht konstant, sondern wichst dieselbe stetig von 0 bis zu dem 
Hichstwert tmax=}hy, so ergibt sich das in Abb. 4 gezeichnete Gleitliniennetz, bei welchem die 
Zykloiden in gerade’ Linien iibergehen. Bei’ diesem Gleitliniensystem ist der bildsame Korper 
an der freien Flache durch eine Ebene begrenzt. Steigt die Schubspannung an den Prefiflachen 
plétzlich von 0 auf }4y, so erhalt man ein Gleitliniennetz gemaB Abb. 5. Die freie Flache ABC 
ist in diesem Falle nach auBen gewolbt. Eine derartige Ausbauchung der freien Flache ist bei 
allen technischen Stauchvorgingen zu becbachten. 

Die Gleitliniensysteme, welche beim Reckschmieden zur Aushildung kommen, wobei eine 
schmale Zone des auszuschmiedenden Stabes der Druckwirkung zweier gegeneinander bewegter 

1s 
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PreBbahnen ausgesetzt sind, wurden von F, Kérber und E. Siebel eingehend experimentell unter- 
sucht. Dabei wurden Stabe aus weichem FluSstah! unter schmalen Reckbahnen bis zum Ein- 
setzen des FlieBens belastet und die sich bildenden Gleitschichten durch Atzung nach Fry sicht- 
bar gemacht. In Abb. 6 ist das Vordringen der Gleitschichten mit zunehmender Druckwirkung 
_schematisch dargestellt. An jeder der beiden 
PreBbahnen bildet sich zunichst getrennt ein 
Gleitschichtensystem aus, das aus zwei von 
den Stempelkanten ausgehenden Gleitlinien- 
scharen besteht. Mit dem Anwachsen des 
Druckes breiten sich die Gleitlinienscharen 
immer weiter aus, wobei sich die von den 
beiden PreGBflichen ausgehenden Gleitlinien- 
systeme in der Weise beeinflussen, da die 
auBeren Gleitlinien jedes Systems beim wei- 
teren Vordringen parallel zu den au eren 
Gleitlinien des Gegensystems verlaufen. Be- 


aus dem geschilderten Verlauf des Gleitlinien- 
netzes folgern, dafs im Kern derartig bean- 
spruchter Stabe in Richtung der Stabachse 


ziglich der Spannungsverteilung laBt sich | 


Zugspannungen wirksam sind, welche zu | 


Abb. 6. Materialtrennungen fiihren koénnen. Beim | 


Reckschmieden zwischen breiten Reckbahnen 
kommt es zu der durch Abb. 7 gekennzeichneten Gleitschichtenbildung. Derartige Flie8- 
erscheinungen sind wahrend des Schmiedens auf den Seitenflachen der Stabe als sogenannte 
Schmiedekreuze wahrzunehmen, indem in derartigen Zonen beim Einsetzen der Druckwirkung 
ein verstarktes Zunderabspringen und eine Temperaturerhéhung auftritt. 


Sind beim Walzen mit kleinen Héhenabnahmen die Berithrungsflachen zwischen den Walzen | 


und dem Walzgut nur schmal im Vergleich zur Héhe des Walzgutes, so miissen sich die Be- 


anspruchungsverhdltnisse weitgehend denjenigen beim Schmieden mit schmalen Reckbahnen 


Abb, 7. Abb. 8. 


nahern. Entsprechend miissen auch die auftretenden Gleitschichtensysteme weitgehend mit den- 


jenigen des Schmiedevorgangs itbereinstimmen. Der Walzvorgang ist jedoch insofern vom ein- 


fachen Reckvorgang verschieden, als die Stauchgeschwindigkeit von einem Hiéchstwert an der 


Walzeneintrittsseite auf den Wert Null an der Austrittsseite absinkt. Es betatigen sich daher. 
wie in Abb. 8 schematisch dargestellt, vorwiegend die von der Eintrittskante ausgehenden 


Gleitschichten, wobei die Gleitschicht A BC sich mit dem Fortschreiten der Walzung nach | 
A’ B' C’ vorwartsschiebt bzw. sich immer aufs neue ausbildet. Bei einer derartigen Walzung | 
vermag in gleicher Weise wie beim Reckvorgang die Druckwirkung nur unvollkommen in das | 


Innere des Walzgutes vorzudringen. Zur Erzielung einer Tiefenwirkung ist es erforderlich, Walzen- | 


durchmesser und Héhenabnahme der Hihe des Walzgutes anzupassen. 


1 E. Siebel und F. Kérber, Mitt. K. W. Inst. Eisenforsch. 10 (1928), S.\ 15: 
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3. Ziehverfahren. Die Gleitliniennetze kénnen auch zur Untersuchung der Beanspruchungs- 


_verhiltnisse bei den Ziehverfahren herangezogen werden, da hier in zahlreichen Fallen die Vor- 


aussetzung des ebenen Materialflusses mit guter Naherung erfiillt ist. Beim Tiefziehen wird 
z. B. die kreisférmige Blechronde gema® Abb. 9a vom vorgehenden Ziehstempel! iiber die Zieh- 
kante nach innen gezogen und durch das Zusammenwirken von radialen Zugspannungen o; 
und tangentialen Druckspannungen o; verformt, wobei ein Ausbeulen durch den aufgesetzten 
Faltenhalter verhindert ist. Die Gleitschichten 
miissen gemafi Abb. 9b unter 45° zum Innen- 
und AuBenrand geneigt verlaufen und entsprechen 
logarithmischen Spiralen. Da die Winkelinderung 
einer derartigen Spirale vom AuBenrand mit dem 
Halbmesser R bis zu einem beliebigen Kreis mit 


Abb. 9. Abb. 10. 


dem Halbmesser x dem natiirlichen Logarithmus des Verhaltnisses R/x entspricht, erhalt man 
die Anderung des mittleren Druckes zu 


R 
Ap, =kyin ©. (4) 


Damit ergeben sich fiir die Verteilung der Radialspannungen und Tangentialspannungen die 


Beziehungen (siehe Abb. 9c) 
= kyln . (5) 


or hy (In —1). (6) 


‘Die gleichen Beziehungen wurden von E. Siebel und A. Pomp! mit Hilfe einer Untersuchung 


des Kraftegleichgewichts an einem durch radial und tangential verlaufende Schnitte begrenzten 
Kérperelement abgeleitet. 


Die Beanspruchungsverhaltnisse beim Rohrdruckzug engsprechen weitgehend denjenigen 
beim Tiefziehen, wobei an die Stelle der ebenen kreisférmigen Blechronde der kegelformige 


Teil der Rohrwand in der Ziehdiise tritt. Auch hier bildet sich, wenn man die Schubspannungs- 


hypothese zugrunde legt, in der Mantelflache des Rohres in der Ziehdiise gemaf Abb. 10 ein 
Gleitschichtensystem von logarithmischen Spiralen aus, wobei die Verformung unter der Wirkung 
der Zug-Langsspannungen und Druck-Umfangsspannungen vor sich geht, ohne dafs die Wand- 
dicke sich wesentlich andert. Die Langsspannung steigt dabei von 0 am Diiseneintritt (Ausgangs- 
halbmesser rj) auf 


6; =hy In” (7) 


an einer Stelle mit dem Halbmesser x an, wahrend die Tangentialspannung sich in gleicher 
Weise wie beim Tiefziehen zu 


on = hy (in 0 1) | (8) 


1 E, Siebel und A. Pomp, Mitt. K. W. Inst. Eisenforsch. 11 (1929), S. 139. 
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ergibt. Die Radialspannung an der Diisenwand laft sich mit Hilfe einer einfachen Gleichgewichts- 
betrachtung berechnen zu 


or Gr—, (9) 


wenn mit s die Wanddicke des Rohres bezeichnet ist!. 


Beim Ziehen von Bandern durch eine rechteckige Diise, wobei die Bandbreite erhalten bleibt, 
wihrend sich die Dicke d entsprechend vermindert, miissen die Gleitschichten unter 45° zur 


Abb. 11. Abb. 12. 


Diisenwand geneigt verlaufen, wenn man die Reibung an der Ziehdiisenwand und die besonderen 
Verhaltnisse, die durch den Materialzusammenhang am Diiseneintritt und -austritt bedingt 
sind, vernachlassigt. Bei gleichbleibendem Diisenwinkel erhalt man alsdann ebenfalls ein Gleit- 
_liniennetz von log. Spiralen gemaB Abb. 11. Damit ergibt sich die Zug-Langsspannung zu 


; O,=hypln e : (10) 
wahrend sich die Druckquerspannung zu 
Syke be 1) (11) 


berechnen laBt. Es besteht auch die Méglichkeit, die Ziehdiisenreibung 0 in einfacher Weise zu 
beriicksichtigen. Die Spiralen stehen alsdann gemafs Abb. 12 an der Diisenwandung unter 9 + 45° 

; zur Normalen auf die Diisenwand geneigt, wodurch 
sich eine starkere Kriimmung der Gleitlinien und eine 
entsprechend vergréBerte Lingsspannung bei gleich- 
zeitigem Absinken der Druckquerspannung ergibt. 
Wird die Diisenlange im Verhaltnis zur Banddicke 
sehr klein, wie dies bei kleinen Zugabnahmen und 
steiler Ausbildung der Ziehdiise der Fall ist, so 
wirkt sich der Materialzusammenhang an_ beiden 
Enden der Ziehdiise in starkem MaBe auf die Be- 
anspruchungsverhaltnisse aus. Das Gleitschichten- 
system diirfte alsdann gema$ Abb. 13 weitgehend 
demjenigen entsprechen, das sich beim Schmie- © 
den zwischen schmalen Reckbahnen  ausbildet. 
In diesem Falle mu8 mit einer ungleichfirmj- — 
gen Spannungsverteilung und mit erhdhten Zug- 
spannungen in der Mitte des Querschnitts gerechnet 
werden. 


Abb. 13. 


4, Pre®verfabren. Neben den Stauch- und Ziehverfahren erscheinen die Pre®Bverfahren, 
insbesondere das Strangpressen und Lochen von technischer Bedeutung. Im folgenden ist der 
_ Versuch gemacht, mit Hilfe der Gleitliniennetze auch in die verwickelten Beanspruchungsverhilt- 


1 Vel. E. Siebel und E. Weber, Mitt. K. W. Inst. Eisenforsch. 16 (1934), S. 217. 
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nisse, die bei diesen Verfahren auftreten, einen Einblick zu gewinnen, wobei die Untersuchung 


R wiederum auf das ebene Verformungsproblem beschrankt bleiben muB. 


Beim StrangpreBverfahren kann zunichst einmal angenommen werden, daB sich gemaB 
Abb. 14 ein aus logarithmischen Spiralen aufgebautes Gleitliniennetz ausbildet, wobei die Ver- 
formungszone die Diisenéffnung halbkreisférmig umschlieBt und sich bis an die Aufnehmer- 
wandung erstreckt. Dabei wiirden die radial zum Diisenmittelpunkt gerichteten Druckspannungen 
von dem Werte 0 im austretenden Strang bis auf den Wert p=hy In (d,/d,) im Abstand 3d, an- 
steigen, wobei mit d) die Dicke des Ausgangsquerschnittes und mit d, die Dicke des Endquer- 
schnittes bezeichnet ist. AuBerhalb der Verformungszone ist im Ausgangsblock nach allen Seiten 
der Druck p wirksam. Die erforderliche Prefikraft ergibt sich bei einem Blockquerschnitt I’, 
entsprechend zu ; 


x d. 
eal. sire (12) 


Kraftmessungen, die bei PreBversuchen von EF. Siebel und E. Fangmeier! mit Weichblei durch- 
gefithrt wurden, ergaben, daB P sich proportional zu dem natiirlichen Logarithmus des Ver- 
haltnisses von Ausgangs- und Endquerschnitt andert. Das eingezeichnete Gleitliniensystem muh 
daher den wirklichen Beanspruchungsverhaltnissen ziemlich nahe kommen. 


Es besteht jedoch auch die Méglichkeit zur Ausbildung des in Abb. 15 dargestellten Gleit- 
schichtensystems. Dasselbe entspricht den Verhialtnissen, wie sie von Hencky* und Prandtl? beim 
Eindringen einer Schneide in einen Halbraum als maBgebend angenommen wurden, mit dem 


Abb. 14. Abb, 15. Abb. 16. 


Unterschied, daB der MaterialfluB in entgegengesetzter Richtung vor sich geht. Bei diesem Gleit- 
liniennetz verlaufen die Hauptspannungstrajektorien in der Austrittséffnung parallel zur System- 
achse. Der MaterialfluB erfolgt entsprechend an dieser Stelle in parallel zur Achse gerichteten 
Stromréhren, wahrend bei dem in Abb. 14 dargestellten Gleitliniensystem der MaterialfluB 
iiberall nach der Diisenmitte hin gerichtet ist. Das letztgenannte Gleitliniennetz ist auBerdem 
mit den Reibungsbedingungen an der Stirnwand des Aufnehmers nicht in Einklang zu bringen. 
Erfahrungsgema8 liegt der Werkstoff von der Diisenkante bis zur Aufnehmerwandung in einem 
toten Winkel und beteiligt sich nicht an der Verformung, wobei die Grenze zum verformten 
Gebiet einer Gleitschicht entsprechen muf. Auf der anderen Seite ist damit zu rechnen, daB das 


Verformungsgebiet sich iiber die in Abb. 15 eingezeichneten Grenzen hinaus in den Ausgangsblock 
‘ 


erstreckt. 

Unter Beriicksichtigung der vorstehend geschilderten Verhaltnisse diirfte das wirkliche Gleit- 
schichtensystem beim Strangpressen etwa der Darstellung in Abb. 16 entsprechen. Die PreB- 
kraft P ergibt sich nunmehr zu 

Pw (Fy— Fy) ky (1+ a) =Fy 5 (1 +a), (13) 

0 
wobei der Umlenkungswinkel a bei.kleinen Querschnittsabnahmen < 7/2, bei groBen Quer- 
schnittsabnahmen aber >7/2 sein diirfte. Beziiglich des Materialflusses lat sich aus der Gestalt 
der Verformungszone schlieBen, da beim Vorriicken des Blockes die in der Nahe der Stabachse 
gelegenen Teile eines Blockquerschnitts zuerst mit der Verformung beginnen. Die urspringlich 
ebenen Querschnitte sind daher im austretenden Strang stark verworfen, wobei die Mittelzone 


den Randzonen vorauseilt. 


1 E. Siebel und ns Fangmeier, Mitt. K. W. Inst. Eisenforsch. 13 (1931), S. 29. 
2 H. Hencky, Z. angew. Math. Mech. 3 (1923), S. 241. 
3 L. Prandtl, Z. angew. Math. Mech. 3 (1923), S, 401. 
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Beim Lochvorgang kommt die Ausbildung eines aus logarithmischen Spiralen bestehenden 
Gleitschichtensystems gemiB Abb. 17 nicht in Frage, da das verdringte Material bei dieser Art 
der Beanspruchung nicht parallel zur Achse des Lochstempels abflieBt. Durch ein Gleitlinien- 


system nach Abb. 18 wird dieser Bedingung Geniige geleistet. Auch hier kann jedoch angenommen 


werden, da®B sich die Verformungszone tiber die in Abb. 18 eingezeichneten Grenzen hinaus 
erstreckt. Das unmittelbar vor dem Lochstempel befindliche Material nimmt wiederum an der 
Verformung nicht teil. SchlieBlich bewirkt die Reibung des aufsteigenden Werkstoffes an der 
Aufnehmerwandung, da der Umlenkungswinkel a den Wert von 7/2 um die GréBe des Rei- 
bungswinkels 0 iibersteigt. Den wirklichen Beanspruchungsverhaltnissen dirfte daher ein Gleit- 
schichtensystem gemiB Abb. 19 am besten entsprechen. Die Lochkraft P ergibt sich dabei zu 


P=fly(1+ 5 +2). (14) 


Bei Lochversuchen mit Weichblei wurde von Siebel und Fangmeier! im Einklang mit den vor- 
stehenden Ausfiihrungen in weiten Grenzen ein gleichbleibender bezogener Dorndruck P/f von 
8.7—9,1 kg/mm? festgestellt. 

Um eine miéglichst klare Vorstellung iiber die Bean- 
spruchungsverhdltnisse zu gewinnen, ist in Abb. 20 und 21 
der Verlauf der Hauptspannungstrajektorien beim Strang- 
pressen und Lochen dargestellt, der den Gleitliniennetzen 
in Abb. 16 und 19 entspricht und die Gré®e der Haupt- 
spannungen an jeder Stelle des Trajektorienfeldes auf Grund 
der eingangs gegebenen Beziehungen ermittelt. Wie Abb. 20a 
erkennen laBt, verlaufen die o,-Linien (Querspannungen) zu- 


a) 
o 
ay 


Xe S 


Abb. 18. Abb. 19. 
nachst beim Strangpressen in einigem Abstand von der Diisenéffnung nahezu kreisformig, wahrend 
die o,-Trajektorien (Langsspannung) zunachst radial zur Diisenmitte gerichtet sind und in der 
Nahe der Diisenéffnung in die Richtung der Achse des austretenden Stranges umbiegen. Die 
Druckspannung oj, ist im austretenden 
Strang, wenn von etwaigen Eigenspan- 
nungen abgesehen wird, gleich 0 und 
steigt gemaB Abb.20b nahezu in allen 
Stromroéhren in gleicher Weise bis auf 
das Doppelte der Forminderungsfestig- 
keit ky an. In der Querrichtung (o,-Rich- 
tung) wirken Druckspannungen, welche 
die o,-Spannungen noch um den Wert 
der Formanderungsfestigkeit iibertref- 
fen. Der Spannungszustand entspricht 
also ungefahr demjenigen einer halb- 
kreisférmigen Gewoélbekappe, die itber 
die Diisenéffnung gespannt und mit dem 
radial wirkenden Druck co, belastet ist. 

Beim Lochen verlaufen die o,-Trajektorien gemaB Abb. 21 nahezu kreisformig um die Stirn- 
flache des Stempels, wahrend die o,-Trajektorien radial vom Stempel! zur Diisenwand ausstrahlen. 


nN 
ALAS 


Abb. 21. 


' E. Siebel und E. Fangmeier, Mitt. K, W. Inst. Eisenforsch. 13 (1931), S. 29. 
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Vor dem Stempel! herrscht in der o,-Richtung eine Druckspannung von der dreifachen Hohe der 


Formanderungsfestigkeit. Langs der Trajektorien a, b und c nimmt diese Spannung bis auf 


~ky an der AuBenwand ab. Auf den Trajektorien d, e, f, g ist der Abfall geringer. In der o,-Rich- 
tung herrscht in dem aufsteigenden Material, wenn man wiederum von den rein elastischen 
Verspannungen absieht, die Spannung 0. Langs der o,-Trajektorien steigt die Druckspannung 
allmablich an und erreicht unmittelbar vor dem Lochstempel den Wert — 2p. 


Zur genauen Bestimmung der Spannungsverteilung wire es erforderlich, auch die rein elastisch 
beanspruchten Gebiete mit in die Untersuchung einzubeziehen. Nur auf diese Weise ist es méglich, 
die Grenzen des bildsam beanspruchten Gebietes einwandfrei festzulegen. Im iibrigen diirfte 
die Spannungsverteilung in den der Verformungszone benachbarten Gebieten meist nur wenig 
von derjenigen abweichen, die auf Grund der Henckyschen Sitze ermittelt wird. Die vorstehend 
gegebenen Beispiele zeigen auf jeden Fall, da das geschilderte Untersuchungsverfahren durchaus 
geeignet ist, um einen Einblick in die Beanspruchungsverhialtnisse bei den technischen Form- 
gebungsverfahren zu gewinnen. Die Anwendung mu dabei auf ebene Verformungsprobleme 
beschrankt bleiben. Zu beachten bleibt weiterhin, daB die Henckyschen Satze die Werkstoft- 


verfestigung wahrend der Verformung unberiicksichtigt lassen. 


5. Der Einflu® der Werkstoffverfestigung. Bei einem verfestigenden Werkstoff kann nicht 
mehr angenommen werden, daf die Schubspannung x in den Gleitschichten der a- und f-Schar 
tiberall dieselbe Gréfe besitzt. Die Schubspannung ist vielmehr entsprechend dem an jeder Stelle 
des Gleitliniennetzes herrschenden Verformungs- und Verfestigungszustands langs der Gleit- 
linien verdnderlich. Die Anderung des mittleren Drucks p ergibt sich alsdann auf Grund einer 
Gleichgewichtsbetrachtung zu 


Ap Ap AB 4p 
: ; 02 10 ; if dhe 1.0 i 
SEG ery, eyes BOO OMe Site EL eee 15 
A pe | xd p I< ed B ee re OB: (15) 
0 QO 0 0 
aa We? Na Na da 
a pba i 0% 0B ot i vtsl Oke OB 4 
Ap, -— f2xdo— of oe da— -f bda~ = f apt da. (16) 
0 0 0 0 


Das erste Glied dieser Gleichung entspricht dem Produkt aus mittlerer Formanderungsfestigkeit 
und dem Winkel Aa bzw Af, um welchen sich die Neigung der betrachteten Gleitlinien andert. 
Im zweiten Glied tritt das Festigkeitsgefalle in der Querrichtung und die Kriimmung 0, und @; 
der a- bzw. f-Linien in Erscheinung. Bei konstantem x bzw. ky kommt das zweite Glied der 
Gleichungen in Fortfall und dieselben nehmen die einfache Form der Gleichung (1) und (2) an. 

Beim Vorliegen einer Verfestigung verlaufen die Gleitschichten einer Schar nicht mehr unter 
einem gleichbleibenden Winkel da bzw. df zueinandergeneigt, sondern dieser Winkel verandert 
sich entsprechend den Beziehungen 


Av 0x dx Av O ky ee i 

ae SME = aia in naa , l 
Ada TO @ an 08a, )da Aided (¢ i eae da (17) 
gn Ae ax PMN Gener Mis fone hie aH) 4 ‘ Sia 
Adp= 4% Op (0 Waweeet lab )ap- A ke op (0. ay ee oa p. to) 


Beim Fortschreiten langs einer Gleitlinie um Au bzw. Av vergréBert oder verkleinert sich der 
Winkel, den diese Linie mit den benachbarten Gleitlinien bildet, proportional zur Differenz der 
Produkte aus mittlerem Festigkeitsgefalle und Kriimmungshalbmesser in den beiden Gleit- 
richtungen und umgekehrt proportional zum Produkt von mittlerer Formanderungsfestigkeit 
und Kriimmungshalbmesser der betrachteten Gleitlinie. 

Ist das Festigkeitsgefalle gleich Null, so wird der Klammerausdruck in den Gleichungen (17) 
und (18) ebenfalls gleich Null. Die Gleitlinien einer Schar verlaufen alsdann entsprechend dem 
zweiten Henckyschen Satz iiberall unter dem gleichen Winkel zueinander geneigt. Der Winkel 
zwischen den Gleitlinien bleibt auch dann unverandert, wenn in beiden Gleitrichtungen das 
gleiche Festigkeitsgefalle herrscht und die Gleitlinien in beiden Richtungen in gleicher Weise ge- 
kriimmt sind. Die zweite Bedingung ist erfiillt, wenn das Gleitschichtensystem aus logarithmischen 
Spiralen besteht, wie dies beim Tiefziehen und beim Rohrdruckzug der Fall ist. Wegen des ro- 
tationssymmetrischen Materialflusses ist in den genannten Fallen auch die Verfestigung in beiden 
Gleitrichtungen gleich groB, so da der zweite Henckysche Satz bei diesen Verformungsvorgangen 
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bei verfestigenden Werkstoffen seine Giiltigkeit behalt. Aber auch in den Fallen, in welchen 
die Kriimmungshalbmesser der beiden Gleitlinienscharen voneinander abweichen, ist die Ver- 
inderung des Winkels zwischen den Gleitlinien bei normalem Verlauf der Verfestigung meist 
nur gering. Die ohne Beriicksichtigung der Winkelanderung entworfenen Gleitliniensysteme er- 
geben daher auch bei verfestigenden Werkstoffen eine brauchbare Naherungslésung. 


6. Zusammenfassung. Die Henckyschen Sitze und die von L. Prandtl abgeleiteten Regeln 
iiber den Verlauf der Gleitlinien bieten die Méglichkeit, bei ebenen Verformungsproblemen in 
einfacher Weise die Gleitliniennetze festzulegen, die mit den Gleichgewichtsbedingungen im 
bildsamen Zustand vertraglich sind, und bei Kenntnis des Gleitliniennetzes die Spannungsver- 
teilung im Verformungsgebiet zu bestimmen. Die fiir konstante Schubspannung entworfenen 
Gleitliniennetze behalten auch bei verfestigenden Werkstoffen Geltung, wenn die Gleitlinien in 
beiden Richtungen die gleiche Kriimmung besitzen. In den iibrigen Fallen kénnen die so bestimm- 
ten Gleitliniensysteme als Naherungslésung dienen. 


Das Untersuchungsverfahren wurde auf eine Reihe von technischen Stauch-, Zieh- und Preb- 
vorgangen angewandt. Dabei wurde gezeigt, da sich der Prandtlsche Ansatz itber den FlieB- 
widerstand beim Stauchen zwischen ebenen Platten bei verhindertem Gleiten auch auf den 
Fall tibertragen laBt, daB die Schubspannung T an den PreBflachen einen konstanten Wert yu ky 
besitzt. Beim Reckschmieden und Kaltwalzen sind beiderseits des Werkstiicks an den Pref- 
bahnen getrennte Gleitschichtensysteme wirksam, die sich beim Vordringen gegenseitig be- 
einflussen. Beim Walzen betatigen sich vornehmlich die‘von der Eintrittskante ausgehenden 
Gleitschichten, die sich mit fortschreitender Walzung iiber die ganze Lange des Walzgutes aus- 
breiten. 


Beim Tiefziehen und beim Rohrdruckzug ergeben sich als Gleitlinien ein Netz von logarith- 
mischen Spiralen. Das gleiche gilt fiir das verlustfreie Ziehen von Bandern. Bei Beriicksichtigung 
der Ziehdiisenreibung verlaufen die Spiralen an der Diisenwand entsprechend starker geneigt, 
wodurch sich eine vermehrte Kriimmung der Gleitlinien und eine entsprechend vergréBerte 
Langsspannung bei gleichzeitigem Absinken der Druckquerspannung ergibt. Bei kleiner Diisen- 
lange bilden sich unter der Wirkung des Materialzusammenhangs Beanspruchungsverhiltnisse 
aus, die denjenigen beim Recken mit schmalen PreBbahnen ihneln. 


Beim Strangpressen und Lochen lassen sich die gegebenen Grenzbedingungen am besten 
durch Gleitschichtensysteme erfiillen, welche denjenigen beim Eindringen einer Schneide in 
einen Halbraum entsprechen, wobei das Verformungsgebiet sich jedoch um einen gewissen 
Betrag in den Ausgangsblock.erstreckt. Beim Strangpressen verlaufen die Querspannungs- 
trajektorien dabei nahezu halbkreisformig um die Diisenéffnung, beim Lochen hingegen von der 
Stirnseite des Lochstempels beiderseits zur Diisenwand. 


(Eingegangen am 23. Januar 1947.) 
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Ein Differenzenverfahren zur Berechnung laminarer Grenzschichten. 


Von H. Gértler in Freiburg i. Br. 


i fe Ponicrende Bemerkungen. K. Schréder hat 1943 ein Differenzenverfahren zur Berechnung 
laminarer Grenzschichten pmoniokelh: Durch diese Arbeit und ein Gesprich mit L. Prandtl 
angeregt, habe ich das im folgenden beschriebene, in der praktischen Durchfiihrung einfache 
und besonders iibersichtliche Berechnungsverfahren entworfen und erprobt, das im Gegensatz 
zum Schréderschen Verfahren die Grenzschichtgleichung direkt durch eine Differenzengleichung 
ersetzt. Es macht im iibrigen von dem Vorteil der itberspringenden Differenzen (siehe unten) 
wie schon in dem friither von mir entwickelten, in der Durchfithrung noch recht miihsamen 
Verfahren? Gebrauch. (Es ist dies ein Vortei!, der auch in dem von K. Schréder angegebenen 
Verfahren konsequent ausgeniitzt wird.) Wahrend die von Schréder vorgenommene Transfor- 
mation der Grenzschichtgleichung bei jedem Schritt des Rechenverfahrens Iterationen notwendig 
macht, kommt man bei dem folgenden Verfahren ohne Iterationen aus. 

In einer spateren Untersuchung? benutzt Schréder sein [terationsverfahren nur noch zur 

_ Berechnung der wandniachsten Grenzschichtteile, wahrend er von einem gewissen Wandabstand 
an mit dem in meinem obengenannten Verfahren aus dem Jahre 1939 ebenfalls in diesem Bereich 
zur Fortsetzung benutzten Integralausdruck operiert. Der hauptsachliche Arbeitsaufwand meines 
damals angegebenen Verfahrens entstand gerade durch die sorgfaltige, aber miihsame Ermitt- 
lung der wandnahen Grenzschichtteile. Die neue Schrédersche Kombination seines ersten Ver- 
fahrens von 1943 mit meinem Verfahren von 1939 erfordert: daher im Vergleich zu jedem jener 
Verfahren fiir sich genommen einen geringeren Rechenaufwand. 


2. Die Differentialgleichung der ebenen laminaren Grenzschichtstromung. Bezeichnen in 
iiblicher Weise x die Bogenlange der Profilkontur, y den senkrechten Wandabstand, u und v 
die Geschwindigkeitskomponenten in diesen Richtungen, t die Zeit, 9 die konstante Dichte. 
y die kinematische Zahigkeit und p(x, t) den Druck langs der Kérperkontur, so lautet die Grenz- 
schichtdifferentialgleichung 


ou , BOM ior h Hee 2 ir a2 u 
MPa et ye ona to ge 


Unter Verwendung der charakteristischen Tange L und der charakteristischen Geschwindigkeit uy 
fiihren wir. die Dimensionslosen 


‘a a/Le yl ly Ley, apt] L, | 2.1) 
ae 
= aay bop ee f cy ae Ps aiy 2 
*—uluy, v*=(L/yuy)?v, p*=plouw .| 
ein. Auf diese GréBen beziehen wir uns im weiteren ausschlieBlich, wir lassen daher die 
Sterne wieder weg und erhalten als dimensionslose Grenzschichtgleichung 


du du du Op du 99 
eal D oSoeghae ANE ered EE, os 
ee id av ake atlas Moja oe 
Hinzu kommt die Kontinuitatsgleichung 
5 du av oe 
+ 0 2.3 
ax dy (3) 
Die Randbedingungen !auten: , 
OTM O's | ‘ 
3 ; (2.4) 
s>U fir yo, | 


1 K. Schréder. Ein einfaches numerisches Verfahren zur Berechnung der laminaren Grenzschicht. Noch 
mee verbffentlicht. : 

2 H. Gértler, Z. angew. Math. Mech. 19 (198), S. 129. Englische Ubersetzung in J. Roy. aeronaut. Soc., 
London, 45 (1941), S, 35-50. 

2 K. Schréder, Berechnung der laminaren Grenzschicht an einem elliptischen Zylinder bei Zugrundelegung 
einer gemessenen Druckverteilung (1943). Noch nicht veréffentlicht. 
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wo die (mit up dimensionslos gemachte) iuBere Geschwindigkeit U(x, t) mit p(x, t) vermoge 

U 0U 
Bs eins (2.5) 


zusammenhanet. 


3. Ersatz der Grenzschichtgleichung durch eine Differenzengleichung im stationaren Fall. 


In der Halbebene y = 0 der unabhangigen Veranderlichen x und y legen wir ein rechteckiges ° 


Punktgitter zugrunde (Abb. 1), bestehend aus den 


Y Punkten 
Yu i =x, +ih’ (t=0, +1, 42.--.), 
Ola \ ) (3.1) 
Ne kl (k=0, Lees) eo 
URS eae + 


(h und | feste Zahlen). Den Wert irgendeiner Funktion 
von x und y an der Stelle xi, yx bezeichnen wir in 
itblicher Weise durch Anbringen der Indizes 1, k, also 


ye + ] 
etwa 
U(Xi, Yk) =U(Xp+th, kl) =uir . (3:2) 
| i ; } , ; 
mt T i Entgegen der tiblichen Schreibweise definieren wir 
tee die ..tiberspringenden Differenzen“ erster Ordnung 
Weiaté Zz 
LEER ty zj Tis7 Zine Aik = Witt, k — Ui}, k» (3.3) 
aa Wik Wie kat (3.4) 
und ferner die tiberspringende Differenz zweiter Ordnung 
.VWik= Viskti— Viskel (3:5) 
Wir ersetzen die Differential quotienten erster Ordnung in (2. 2) wie folgt durch ..finite Ausdriicke 
zweiter Naherung“: 
du I 
UGE ea the 3.6 
Con ap Dike (3.6) 
du il 


Diese Naherungsformeln sind mit Fehlern der Ordnung 0(h”) bzw. O(1/?) gegen 1 behaftet (erstes 
Glied der differentiierten Stirlingschen Interpolationsformel). Ferner setzen wir 


Gan Bae, tf Vink - . (3.8) 


dy? 


Wir bilden damit 9? u/d y? aus den nach (3.7) in guter Naherung berechneten Werten von gd u/d y 
in derselben Weise, wie wir du/dy aus u gebildet haben. Dies geschieht einmal, weil dieser Aus- 
druck (3.8) im Vergleich zum ersten Glied der zweimal differentiierten Stirlingschen Interpola- 
tionsformel, namlich der gewéhnlichen Differenz zweiter Ordnung, nach bereits erfolgter Berech- 
nung von \/i,x einfacher zu ermitteln ist, zum anderen, weil diese Approximation weiter aus- 
greift — namlich von yg_2 bis y,.2 — und daher, wie auch die Rechenerfahrung hestatigt, eher 
einen glatten Verlauf aufweist. Die Approximation (3.8) stellt nichts anderes dar als das erste 
Glied der zweimal differentiierten Stirlingschen Formel fiir die Schrittweite 21, denn es ist 
Vik Uiks2—2U;,4+- Uj,~-2. Demnach ist der Fehler wieder von der Ordnung 0(/?) gegen 1. 
Die Geschwindigkeitskomponente v ergibt sich nach (2.3) und (2.4) zu 
, 
v=—f oH dy. 
age 
. 0 
Fiihrt man die Integration nach der Trapezregel durch (Fehler wieder O(/?) gegen 1), so wird 
k—1 


tia ee t(e | 
5 2 ax ih y a aa mt 


=O 


also wegen (3.6) 


k—1 
l I 
vik = — rh » Lin gs. XE GR (3.9) 
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wenn man nach (2.4) und (3.6) 


Aino = 9 (3.10) 
beriicksichtigt. 


Setzt man (3.6), (3.7), 13, 8) und (3.9) in die Grenzschichtgleichung (2.2) fiir stationire 
. Strémungen (du/dt=0) ein, so erhalt man bei Auflésung nach aor ee VAN 


k-1 
AhU, U+iy Pet Vie 5 Aur 
7 coast eee , (3.11) 
2 (use — a Vik) 
Darin ist U;= U(x), U?= 24 (x) 
Ree dis Nee, * 


4. Das Rechenverfahren. Ist ein Geschwindigkeitsprofil an der Stelle x= x; durch die Zahlen 


ui,k (k=0,1,2,...) gegeben, so kann man unmittelbar alle Differenzen ‘Vi-k und Viz nach 
(3.3) und (3. ‘4) hovcctaiie bis auf die Differenzen 


We Day WF 


Diese sind durch besondere Uberlegungen wie folgt zu ermitteln. Nach der ,,ersten Grenzschicht- 
bindung** (siehe die unter FuSnote 2 angefiihrte Arbeit) ist 


07 u “pope ef 
as les = <P. UU" (4.1) 
also hat man nach (3.8) 
Vio=—4P UU; (4.2) 
zu setzen. Ferner ist, wenn man auch noch die zweite Grenzschichtbindung 
du 
Geen ee 
beriicksichtigt. in nachster Wandnahe 
072 u PT piBeS 9 
ks U U'+ ¢(x) y? + d(x) ¥3 (4.4) 


mit noch zu bestimmenden c(x) und d(x) eine brauchbare Approximation. Also kann man fir 
wandnahe Profilpunkte setzen: 4 


V2, 4P (-UU +a t ay). (4.5) 


Nimmt man an, dai diese Approximation fiir die ersten drei Teilpunkte y,,y, und y, brauchbar 
ist, so besitzt man in (4.5) drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten c¢;, dj; und V7j,:, da ja Vi,2 
und \7i,3 bekannt sind. Die Auflésung dieser Gleichungen ergibt fiir die uns interessierende GréBe 
V7i,1 die einfache Formel 


(Gy se peo ic ee Quae 
Vii= 18 V0 te Vi2— 9 Vids (4.6) 
Damit sind dann alle zweiten Differenzen an der Stelle x=x; bekannt. Die noch unbekannte 


erste Differenz \7i,9 kann damit auch sofort riickwarts ermitte!t werden. Ubrigens braucht man 
Vio fiir das Fortsetzungsverfahren nicht, woh! aber fiir die Ermittlung der W aby Warnniventin nee 


wegen 
(s-) 7 Wis 0 
0¥ /i,0 OT ote 


Wir sind somit in der Lage, aus den gegebenen Profilpunkten u;,. (4=0.1,2,...) an der Stelle 
x= x;nacheinander fiir wachsende k=0,1,2, ... die Werte von A\i,x nach der Differenzengleichung 
(3.11) zu berechnen. Kennt man also neben dem Profi! u;,, auch noch das Profil w;_1,% 
{k=0,1,2,...) an der Stelle x,;=2x;—h, so ergibt 


Uj—1,k T + LNi, k= Uj 1k (4.7) 


das neue Profi! stromabwarts an der Stelle x;,,;=axi-+-/A. \ 
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Ein Rechenschritt wird nach dem in Abb. 2 wiedergegebenen Schema durchgefiihrt. Zur 
Erliuterung sei noch das Folgende gesagt. Die beiden ersten Spalten enthalten lediglich die 
Daten der beiden fiir den Schritt von x; zu x;,1 benétigten Profile. Die ersten fiinf Spalten des 
stark eingerahmten Schemas der eigentlichen Rechnung kénnen spaltenweise berechnet werden; 
nur die Zahlen \7j,o und V7j,1 sind besonders zu berechnen, wozu in dem Bilde die Ziffern der 
bendtigten Gleichungen (4.2) und (4.6) angegeben sind. Die beiden letzten Spalten miissen 
dann zeilenweise berechnet werden, wobei das zuletzt berechnete A\i,x jeweils nur zu der in 

; k-l 
dieser Zeile stehenden Summe NE Z\i,y zu addieren ist, um das Glied (3) fiir die nachste Zeile zu 
vol 
erhalten. Addiert man /\;,x zu u;_1,,, so erhalt man die in das nachste Rechenblatt einzutragen- 
den Werte u;+1,, (k=0,1,2,...) des Profils in x=x;,,. (Es sei noch bemerkt, daB die erste Zeile 
(yk=0) von Abb. 2 weggelassen werden kann, da sie fiir die Rechnung nicht benétigt wird. Wir 
haben sie trotzdem aufgenom- 
men, weil man fiir die Ermitt- 
OF +O) lung der Wandschubspannung die 
a GréBe V7i,o bendtigt und diese 
Zah] in das zugehérige Feld wird 
eintragen wollen. Die ibrigen 
Zahlen ‘dieser ersten Zeile sind 
daher, insofern sie nicht von 
vorneherein als gleich Null be- 
kannt sind, im  Beispiel der 
Zahlentafel 1 durch Striche er- 
setzt.) Fir den Aufbau des 
Rechenblatts insgesamt sind die 


© N 


@ 69) 
ee, F 
Voie | Pin Auy-® pel yi Ai» | ik 


CREDA tad al ely nat US oe a nm EA Formeln (3.3), (3.4), (3.5), (3.10), 
Ausgangsdaten ces soallenweise 24° “ zeilenweise (3.11), (4.2), (4.6) und (4.7) maB- 
belrafenden Schrities - : 2 berechnen gebend, welche alle benétigten 
Abb. 2. Definitionen und Relationen ent- 

halten. 


Die zur Ingangsetzung der Rechnung fiir den ersten Schritt erforderlichen beiden Ausgangs- 
profile verschafft man sich im Falle einer Anstrémung mit vorderem Staupunkt mit Hilfe der 
bekannten Blasiusschen Reihenentwicklung nach der Wandbogenlange! unter Verwendung der 
Zahlentafeln von L. Howarth und N. Fréfling?, wobei man diese Lisung so weit in x-Richtung 
vom vorderen Staupunkt aus verwenden kann, wie die nach drei Gliedern abgebrochene Reihe 
die Lésung noch gut darstellt. Handelt es sich um die Anstrémung einer Spitze, so nehme man 
entsprechend die von Howarth’ angegebene Lésung fiir U=u,+u,x so weit, wie man die wirkliche 
auBere Geschwindigkeit durch diesen linearen Ausdruck approximieren kann und zugleich die 
Konvergenzgiite der Howarthschen Reihenentwicklung nach x die Verwendung der nach sechs 
Gliedern abgebrochenen Reihe gestattet. 


In Zahlentafel 1 ist die numerische Durchfiithrung eines Schrittes ausfiihrlich dargestellt 
(9. Schritt des unten in Abschnitt 5 besprochenen 2. Beispiels). Zu dieser reinen Rechenarbeit 
kommt die graphische Auftragung hinzu, die man ohnehin stets vornehmen wird, und die zur 
Kontrolle der Rechnung dient. Wenn die berechneten Profilpunkte eine geringe Streuung auf- 
weisen sollten, empfiehlt es sich, eine graphische Glattung des jeweiligen Profils u(x:,y) vor- 
zunehmen, bevor man zur Berechnung des nachsten Schrittes iibergeht. Neben der Profilauftra- 
gung wird man nach Zuriicklegung mehrerer Schritte auch die Kurven u(x,y,.) bei konstantem 
Wandabstand y; auftragen (siehe als Beispiel etwa Abb. 4), um auch hier gegebenenfalls graphisch 


zu glatten. 


1 H. Blasius, Z. Math. u. Physik 56 (1908), S.1, insbesondere S. 15 ff. 


* L. Howarth, Steady flow in the boundary layer near the surface of a cylinder in a stream. ARC Reports 
and Memoranda No. 1632, London 1935; N. Fréfling, Verdunstung, Warmeiibergang und Geschwindigkeits- 
verteilung bei zweidimensionaler und rotationssymmetrischer laminazer Gienzschichtstrémung. Lunds Univ. 
Arsskr. N. F. Avd. 2, Bd. 36, Nr. 4 (1940), 325 Inzwischen ist eine weitgehende Fortfiihrung dieser Ver- 
tafelung fiir Beiwertfunktionen héherer Ordnung geleistet worden von A. Ulrich, Die laminare Reibungs- 
schicht am Kreiszylinder (1943). Noch nicht veréffentlicht. 


° L. Howarth, Proc. Roy. Soc. London A, 164 (1938), S. 547. 
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Beispiel der numerischen Durchfiihrung eines Rechenschritts. 


Zahlentafel 1. 


= — 0,9100 


, 
8 


0,085 


U, 


0,005 


h= 


l 


0 1789 


0,090 
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Es mége hier noch auf eine bekannte 
Erscheinung hingewiesen werden, die all- 
gemein bei Verwendung iberspringender 
Differenzen zur Fortsetzung einer Lisung 
auftreten kann. Da nach (4.7) u;,,4) unter 
Uberspringen von uj, an u;,,_1 ange- 
schlossen wird und nur mittelbar iiber die 
Differentialgleichung mit uj;,, verkniipft 
ist, kann es vorkommen, da®B der Verlauf 
der Kurven u(x, y,) sich in zwei benach- 
barte Kurvenziige aufspaltet! (Abb. 3), 
wobei sich diese Aufrauhung im Verlaufe 
einer gréBeren Zahl von Schritten ver- 
starken kann. Die Ursache fiir eine solche 


Abb, 3. 


Aufrauhung kann entweder in nicht ge- 
niigend genauen Werten der beiden Aus- 
gangsprofile gefunden werden oder auf 
zu groBe Schrittweiten h bzw. 1 zuriick- 
zufiihren sein. 

Die Maschenweite 1 wird man nor- 
malerweise im Verlaufe einer ganzen 
Grenzschichtrechnung unverandert lassen 
kénnen. Soll der Fehler der Rechnung fiir 
ui,k unter 1% bezogen auf U; bleiben, so 
wird man mindestens etwa 10, im all- 
gemeinen durchschnittlich 15 Profilpunkte 
yr der Rechnung zugrunde legen. Mit An- 
wachsen der Grenzschichtdicke in Fort- 
setzungsrichtung sind zu den gewahlten 
Ausgangsprofilpunkten lediglich entspre- 
chend viele weitere Profilpunkte yx nach 
auRen hin anzubauen, um den Anschlu8 
an den asymptotischen Wert U; mit der 
aufgewandten Genauigkeit zu erzielen. 
Dagegen wird man die SchrittgréBe h in 
Fortsetzungsrichtung gelegenthch dndern 
miissen, um diese zur Aufrechterhaltung 


1 Das Auftreten dieser Aufrauhung bei der 
Fortsetzung der Liésungen einer gewohnlichen 
Differentialgleichung erster Ordnung und ihre 
numerische Glattung behandeln L. Collatz und 
R. Zurmiihl, Z. angew. Math. Mech. 22 (1942), 
S. 42, insbesondere 5. 46. 


ee 
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der gestellten Genauigkeitsforderung dem Grad der Veranderung des Grenzschichtverlaufs mit x 
anzupassen. Ist man bis zur Stelle x; mit Schritten der GréBe h angelangt, und will man nun den 


oder die nachsten Schritte mit der Schrittweite A, durchfihren, so benétigt man neben dem nume- — 
risch vorliegenden Profil'u (xi, y) das Profil u(x;—h,, y). Dieses verschafft man sich bequem durch 
sorgfaltige graphische Interpolation aus den fiir x < x; ohnehin schon aufgetragenen Kurven — 


u(x, yx). (Hat man einen Schritt mit zu grofem h durchgefithrt, und sieht man nachtraglich ein, 
daB ein kleinerer Schritt notwendig wird, so war die erste Rechnung natiirlich nicht vergebens, 
denn an Stelle des berechneten Ai, hat man fiir den nun kleineren Schritt hy nur Ai,x h,/h 
als neues /\j,x zu verwenden.) Man wird natiirlich bestrebt sein, die SchrittgréBe h méglichst 
itber weite Strecken unverandert zu halten. Man wird dies auch auf die Gefahr hin tun, daB 
man im Rahmen der gestellten Genauigkeitsanspriiche vielleicht ein zu Kleines A wahlt und 
damit einen. Schritt mehr als unbedingt notwendig machen mu}. Der Rechenaufwand pro Schritt 
ist ja nicht mehr erheblich. 


Man kann die hier eingeschalteten graphischen Hilfsmitte! natiirlich bei entsprechend gréBerem 
Zeitaufwand durch sorgfaltigere numerische Verfahren ersetzen. Bei der Forderung, daB der 
Fehler in u;,, unter 1% bezogen auf U; liegen soll, was als normaler Genauigkeitsanspruch an- 
zusehen ist, sind die geschilderten graphischen Hilfsmitte] ausreichend und mit dem geringsten 
Arbeitsaufwand verbunden, da man, wie bereits bemerkt, ohnehin die graphischen Auftragungen 
stets zur Kontrolle der Rechnung heranziehen wird. 


Der Fehler, den man bei Ersatz der Ableitungen durch iiberspringende Differenzen macht, 
kann in bekannter Weise leicht abgeschatzt werden. Neben diesem Fehler ist fiir die Festlegung 
der Schrittweite natiirlich jeweils auf die Genauigkeit zu achten, mit der durch (3.11) der 
Wert von A\i,x geliefert wird. Dieser Gesichtspunkt kann unter Umstianden entscheidend werden, 
etwa wenn irgendwo Differenzen anndhernd gleicher Zahlen zu bilden sind und diese im Ergebnis 
stark ins Gewicht fallen. Eine genauere Fehlerabschatzung bleibt noch zu erbringen. 


Uber den Zeitaufwand fiir die Durchfithrung eines Schrittes, d.h. fiir die Ausfiithrung der 
Rechnung und der graphischen Auftragungen, kénnen folgende Angaben gemacht werden: 
Bei Wahl von zehn Profilpunkten y;(k=1,2,...,10) benétigt ein eingeiibter Rechner etwa 
3, Stunden bei der schon ungewohnlich hohen Zahl von zwanzig Profilpunkten entsprechend 
etwa 1% Stunden. 


5. Praktische Erprobung des Verfahrens. 1. Beispiel: Grenzschicht an der langs an- 
gestrémten Platte. Der sehr sorgfaltig berechnete Verlauf der Grenzschichtstrémung an 
einer lings angestrémten Platte nach der von H. Blasius! angegebenen exakten Lésung bietet 
eine gute Méglichkeit, das Differenzenverfahren zu erproben. Wir legen dabei die von L. Ho- 
warth® herechnete Zahlentafel zugrunde und sehen diese Lisung von der Plattenvorderkante 
x=0 an bis zu einer beliebigen Stelle x=, als zu Recht bestehend an, um sie nunmehr nach 
dem Differenzenverfahren des Abschnitts 4 fiir x > x, fortzusetzen. ‘ 


Als BezugsgréBen fiir die nach (2.1) eingefiithrten Dimensionslosen wahlen wir 
L=xy, U=U,, (5.1) 


wo U, die konstante Geschwindigkeit der duBeren Potentialstrémung ist. Wegen L=x, setzt 
unsere Rechnung im (dimensionslos gemachten) Abstand x=1 von der Plattenvorderkante ein. 
Als Schrittgré8e wahlen wir h=0,2 und fithren fiinf Schritte (bis x=2 also) durch. Ferner wahlen 
wir 1=0,6. Das neben u(1,y) benétigte zweite Ausgangsprofil u(0,8,y¥) wird durch numerische 
Interpolation aus der Howarthschen Tabelle fiir die Wandabstande yy=kl (k=0,1,2,...) er- 
mittelt. Bekanntlich ist 


u=f(y) mit n=y/2\/x (5.2) 
eine reine Funktion von 7°. Die Ausgangsprofile sind in Zahlentafel 2 wiedergegeben. 


H. Blasius, a.a.O., s. FuBnote 1, S.176. 
L. Howarth, a.a.O., s. FuBnote 3, S. 176. 
In der Howarthschen Arbeit mit +f; (n) bezeichnet. 


i) w Led 


eee) 
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Zahlentafel 2. 


Ausgangsprofile fiir die Berechnung 
der Plattengrenzschicht. 


x = 0,8 1,0 

Yk Ce Uok 
0 0 0 

0.6 0.2223 0.1989 
2 0,4382 0,3938 
1,8 0,6331 0.5748 
2,4 0.7893 0,7290 
3,0 0,8964 0.8460 
3,6 0,9571 0.9233 
4,2 0,9853 0.9670 
4.8 0,9959 0,9878 
5,4 0,9996 0,9962 
6,0 0,9998 0,9990 ~ 
6.6 1,0000 0,9998 
igo 1,0000 1,0000 


a2 


Z 


Abb. 
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4. Plattengrenzschicht: Graphische Glattung in der Auftragung u(x,¥,) tiber x. 


Das Ergebnis ist in Abb. 4 dargestellt. Die leicht streuenden Punkte u;,, sind das direkte 
Ergebnis der Rechnung. Erst nach Zuriicklegung der fiinf Schritte von x=1 bis x=2 wurde 
in diesem Bilde eine graphische Glattung vorgenommen, dessen Resultat die in diesem Bild 
ausgezogenen Kurven u(x,yz) wiedergeben. Die maximale Abweichung dieses Resultats von 
den exakten Werten (5.2) (bezogen auf den Betrag 1 der auBeren Geschwindigkeit) betragt 
3°/o9, im allgemeinen ist die Abweichung wesentlich geringer. Dementsprechend weichen die 
pacmattchven und in Abb. 5 wiedergegebenen Geschwindigkeitsprofile von den exakten Werten 


0 025 


O50 


O75 400 


Abb. 5. Plattengrenzschicht: Ausgangsprofile gestrichelt) 
und fant berechnete Profile (ausgezogen). 


so wenig ab, daf§ der Unterschied in dieser Auf- 
tragung miekt mehr deutlich zur Darstellung ge- 
bracht werden kann. 


Zur Rechnung ist noch zu bemerken: Wegen 


U ,,=konst. ist V7i,0=0. Da ferner die Grenzschicht- 


bindungen! formal wegen U,= konst. 
d°u ge 3 4 Dane 
er Terese Ce 0 73+ 0 v4 + d(x) 9? Es. : 


ergeben, kann in diesem Sonderfall fiir die Be- 
rechnung von \/i,1 auch die gegeniiber (4.6) ein- 
fachere Naherungsformel 


an teal 3 
Mais b= Ta WV t2 


benutzt werden, die sich ergibt, wenn man die 
Approximation 0?u/dy?=c(x) y? als bis y=y(=1 Pe) 
geniigend genau giiltig ansieht. 


2. Beispiel: Grenzschicht bei linearem 
Geschwindigkeitsabfall. Fiir die Grenzschicht- 
stromung lings einer Platte, welcher von aufen her 
ein linear von dem Abstand x von der Plattenvorder- 
kante abhingendes Druckgefalle aufgepraigt wird. 
hat L. Howarth? die exakte Lisung in Form einer 
unendlichen Reihe angegeben. Ist 


Eby 9b, a (5.3) 


1 Siehe hierzu etwa die in FuBnote 2, S. 173 angegebene 


Arbeit. 
2 L. Howarth, a.a.O.. s. Fu8note 3, 5.176. 
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die auBere Strémungsgeschwindigkeit in x-Richtung, und wahlt man als Bezugsgrofien fiir die 
in (2.1) eingefithrten Dimensionslosen 


Hears (5.4) 
so ist in unserer dimensionslosen Schreibweise U=1— x, ferner nach Howarth 
1 , 7, , “A 
u= 5 [fo(y)— 8 xfi(m) + (8x)*fo(m)— (8%)? f(y) +--+ > (5.5) 


wo hier wieder wie in (5.2) 
2x. 
ist. (Das erste Glied der Reihe stellt natiirlich als Lésung fiir b,=0 die im ersten Beispiel oben 
angefithrte Blasiussche Lisung dar.) Howarth hat die Koeffizienten f,(7) fiir v=0,1,2,...,6 
in Zahlentafeln (zusammen mit f, und f;/) angegeben, dariiber hinaus ferner die Zahlenwerte 
von f, (0) und f,/(0). Die Konvergenzgiite der Reihe erlaubte jedoch nicht, mit diesen Gliedern 
iiber die Ablésungsstelle mehr auszusagen, als daB sie zwischen x=0,119 und 0,129 liege. Howarth 
a hat daher fiir x>0,0875 eine (mit dem Pohlhausen- 
¥ Verfahren verwandte) approximative Methode an- 
gewandt, mittels derer die Ablésungsstelle zu x=0,120 
ermittelt werden konnte. Nach dem urspriinglichen 
Pohlhausen-Verfahren erhalt man Ablésung erst beit 
x=0,156 (!), wa&hrend andererseits Kdrmdén und 
Millikan? nach dem von ihnen angegebenen Niahe- 
rungsverfahren Ablésung bei x=0,102 fanden. 


n= 


Wir haben nunmehr mit dem Differenzenverfahren 
folgende Rechnung angestellt. Fir x«< 0,05 wurde 
die Howarthsche Reihe als Lésung itbernommen. Fir 
0,05 = x < 0,0875 leB sich das Differenzenverfahren 
an den von Howarth angegebenen exakten Profilen 
kontrollieren, fiir x > 0,0875 mit der Howarthschen 
approximativen Fortsetzung vergleichen. 


Wir wahlten die Profilpunkte y,, um die Howarth- 

schen Tabellen an der Ausgangsstelle x=0,05 bequem 

i verwenden zu kénnen, so, dab Nh <= 0108 = y/2 0,05 

die Werte 0, 0,4, 0,8, 1,2,... annahm. Es ist also 

»  1=0,4-2-|/0,05 = 0,1789. Es wurden 12 Schritte mit 

7 025 050 O75 400 der unveranderten Schrittlange h=0,005 bis x=0,110. 

Abb. 6. Grenzschicht bei linearem Druckanstieg: durchgefithrt — bei einer Genauigkeitsforderung von 

SUAS aaa RGR gn a 1% fiir ui,x bezogen auf Uj, hatte man die Schritte teil- 

weise gréBer wahlen kénnen —, daraufhin zwei Schritte 

mit h=0,0025 bis x=0,115. Die Ausgangsprofile u(0,045,y) und u(0,050,y) sind in Zahlentafel 3 

angegeben. Die bereits frither wiedergegebene Zahlentafel 1 ist den numerischen Rechnungen 
zu diesem Beispiel entnommen. J 


Abb. 6 gibt die Gesamtheit der berechneten Geschwindigkeitsprofile u(x, y) wieder, Abb. 7 
die Kurven u(x,yx). In Erganzung fiir das Intervall 0<x<0,05 und zum Vergleich fiir x>0,05 
ist in Abb. 7 gestrichelt der Kurvenverlauf nach den Howarthschen Rechnungen dargestellt. 
Noch bis x=0,110 bleiben die Abweichungen gegeniiber unserer Rechnung unter 0,8%. Erst 
in nachster Nahe der Ablésung tiberschreiten sie 1% und erreichen bis «=0,115 maximal 1,5 % 
(immer bezogen auf das zugehé.ige Ui). Abb. 8 gibt den Vergleich einiger von uns berechneten 
Profile mit den Ergebnissen von Howarth und mit den von uns nach dem Pohlhausen-Verfahren 
ermittelten Profilen wieder. Man erkennt, da®B das Pohlhausen-Verfahren stark abweichende 


Dies stimmt mit der von Kérmdan und C. B. Millikan, a. a. O. (s. folgende FuBnote 2) gemachten An- 
gabe iiberein. 


» Th. v. Karman und C, B. Millikan, On the theory of laminar boundary layers involvi ti 
NACA-Report Nr. 504 (1934). ; Haare te NS FER 
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Abb. 7. Grenzschicht bei linearem Druckanstieg: Kurven u (x, y) Abb. 8. Grenzschicht bei linearem Druckanstieg: Vergleich 


nach Howarth (gestrichelt) und nach unserer Rechnung (ausgezogen), 
Es ist y= y/2 y 0,05. 


einiger Profile nach verschiedenen Rechenverfabren. 


Geschwindigkeitsverteilungen liefert. Dagegen werden die Abweichungen vom Ergebnis der 
Howarthschen approximativen Rechnung iiberhaupt erst unmittelbar vor der Ablisung deutlich 


sichtbar. 
Zahlentafel 3. 


Ausgangsprofile 
fiir das 2. Beispiel. 


N= 0,045 0,050 
Vk u i u 
2 /0,05 she ee 
0 0 0 
0,4 0,2145 0,1951 
0,8 0,444.0 0,4088 
1,2 0,6552 0,6129 
1,6 0,8130 0.7747 
2,0 0,9027 0,8766 
2,4 0,9406 0,9259 
2,8 0,9520 0,9439 
3,9 0,9545 0,9488 
276% 0,9550 0.9498 
4,0 0.9550 0.9500 


Der aus den berechneten Werten von \/;,0 ermittelte Verlauf von (du/d¥)y—o0 wurde zur Be- 
stimmung der Ablésungsstelle aufgetragen (Abb. 9) und ergab extrapolatorisch Ablésung in 
x=0,1185 in guter Ubereinstimmung mit dem Howarthschen Resultat x=0,120. Dagegen sind 


der nach Pohlhausen ermittelte Wert x=0,156 und der von 
Kédrmdén und Millikan angegebene Wert x=0,102 erheblich 
falsch. 

Diese Rechnungen zeigten zugleich die Grenzen unseres 
Verfahrens: Durch den Ablésungspunkt hindurch kann 
man die Grenzschichtberechnung nur unter einem Genauig- 
keitsverlust fortsetzen, in allernachster Nahe der Ablésungs- 
stelle ergeben sich namlich Zahler und Nenner unseres 
Fortsetzungsausdrucks (3.11) in Wandnahe je als Differenzen 
aihnlicher Zahlen. Dieselbe in der Gestalt der Differential- 
gleichung (2.2) begriindete Schwierigkeit ergab sich tibrigens 
auch bei unserem Fortsetzungsverfahren aus dem Jahre 1939. 
Nun liegt jedoch im allgemeinen kein Interesse vor, die 


0 
009 Q10 on O12 


Abb. 9. Grenzschicht bei linearem Druckanstieg: 
Ermittlung der Ablésungsstelle. 


Rechnungen durch die Ablésungsstelle hindurch fortzusetzen, da bei normalen und erst recht 
bei starkeren Ablésungen schon an der Ablésungsstelle selbst die Grenzschichtvernachlassigungen 


nicht mehr zu Recht bestehen. 


12° 
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3. Beispiel: Grenzschicht am Kreiszylinder. Es wird die von K. Hiemenz’ gemessene 
Druckverteilung zugrunde gelegt. In den Hiemenzschen Versuchen besaB der benutzte gerade 
Kreiszylinder den Durchmesser 2r=9,75 em. Er war in eine Wasserstrémung (v=0,01) mit der 
ungestérten Anstrémgeschwindigkeit U,=19.2 cm/s eingetaucht (Re=U ,r/y=9360). Bekannt- 
lich lieferte die abgebrochene Blasiussche Reihenentwicklung fiir die Strémungsgeschwindigkeit 
in der Grenzschicht in diesem Falle die Ablésungsstelle in guter Ubereinstimmung mit den 
Messungen. Die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht wird jedoch schon vor der 
Abliésung nicht mehr annahernd richtig wiedergegeben. 


Zur Verwendung der Blasiusschen Lisung approximierte Hiemenz die Geschwindigkeits- 
verteilung am Rande der Grenzschicht auf Grund seiner Druckmessungen durch das Polynom 


U=x—0,006289 x?—0,00004615 x°, : (5.6) 


wenn hier und im folgenden als Bezugsgeschwindigkeit und Bezugslange fiir die Dimensionslos- 


machung nach (2.1) speziell 


Uy=7,151 em/see 'L=1lem . (5.7) 
gewihlt werden (dies zur bequemen Anwendung der Blasiusschen Lésung). Der Vergleich dieser 
Approximation mit den Messungen ist in Abb. 10 wiedergegeben. Die Approximation von U 
ist im Bereich 0<x=<<7 brauchbar, die héheren Ableitungen von U werden jedoch bereits frither 
schlecht wiedergegeben. __ 


>---l/ nach Messungen von Hiemenz 


1 —U nach ean a 
a 
0 0 20 30 4 50 60 7 80 90 100 
UES SMA Chae MON hte pout Av en ed 
Abb. 10. Grenzschicht am Hiemenzschen Kreiszylinder: Abbi 11. Grenzschicht am Hiemenzschen Kreiszylinder: 
AuBere Geschwindigkeitsverteilung. : Berechnete Kurven u (x, Xp) 


Es bezeichne a den Zentriwinkel, gemessen vom vorderen Siaupunkt aus: a=360 «(9,75 a 
=11,75x. Da Ablésung von Hiemenz zwischen a=80° und a=82° beobachtet wurde, d. h. 
zwischen x=6,81 und «6,98, wird die Approximation (5.6) zur Berechnung des fiir das Diffe- 
renzenverfahren benétigten Ausdrucks UU’ bis zur Ablésungsstelle ausreichen, falls auch die 
Rechnung Ablésung vor x ~ 7 ergibt (siehe hierzu auch unten). 


Der mittels der Blasiusschen (nach den bisher bekannten drei Gliedern abgebrochenen) Reihe 
sich ergebende Verlauf der Grenzschicht kann, wie ich schon friither feststellte, fiir x< 4,5 
(a<52,9°) als in guter Naherung giiltig angesehen werden?. Mit 1=0,4 und fiir die zunachst 
gewahlte SchrittgréBe h=0,25 wurden daher die Profile u(4,25,y) und u(4,5,y) als Ausgangs- 
verteilungen zugrunde gelegt. Sie sind in Zahlentafel 4 numerisch angegeben. 


Es wurden zunachst 8 Schritte mit h=0,25 bis x=6,5 durchgefiihrt, dann zwei Schritte mit 
h=0,1 bis x=6,7 und daraufhin je ein Schritt mit h=0,05 und 0,025 bis x=6,775. Abb. 11 zeigt 


1 K. Hiemenz, Dinglers polytechn. J. 326 (1911), S. 321. 

2 H. Gortler, a. a.O., s. FuBnote 2, $.173. Bis x=4.5 ist, wie dort gezeigt wurde, die erste und wesentlichste 
Grenzschichtbindung noch gut erfiillt, um von hier an in rasch zunehmendem MaBe verletzt zu werden. In- 
zwischen sind weitere Glieder der Blasiusschen Reihe von A, Ulrich berechnet worden. (Siehe auch FuBnote 2, 
Seite 176.) Ich habe festgestellt, da8 man mit diesen die Grenzschicht bis x 6 (~& Ort des Druckminimums) 
mit der hier geforderten Genauigkeit berechnen kann. 


ies 
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den so ermittelten Verlauf der Kurven u(x,yz). In Abb. 12 ist der errechnete Verlauf von (du/dy),—0 
itiber « aufgetragen und mit dem Ergebnis meiner fritheren Rechnung! sowie mit dem Verlauf 
nach der Blasiusschen Reihe verglichen. Ferner sind die wenigen von Schréder angegebenen 
Werte unmittelbar vor der Ablésung, die nach dem Schréderschen Differenzenverfabren er- 
mittelt sind, eingetragen. Wahrend sich nach meinen Rechnungen von 1939 Ablisung bei «—6,77 
(a=79,6°) ergab®, ergibt sich nach der neuen Differenzenrechnung x=6,80 (a4=79,9°). Schroder 
erhalt Ablésung bei x=6,87 (a=80,7°), die Blasiussche abgebrochene Reihe ergibt den (noch 
unverdient guten) Wert «=6,98 (a=82,0°). Nach dem Pohlhausen-Verfahren® erhalt man 
x=6,94 (a2=81,6°). Alle Resultate stimmen verhiltnismaBig gut iiberein. Zum Vergleich der 
berechneten Ablésestelle mit den Hiemenzschen Messungen mu8 im vorliegenden Fall bemerkt 
werden, daB die gemessene iuBere Geschwindigkeit U nach einem vor x=6,8 liegenden Wende- 
punkt in eine Waagerechte ausmiindet, das Polynom (5.6) aber (Abb. 10) mit entgegengesetzter 
Kriimmung nach Null steuert. Es wird also in Wirklichkeit der Wert des Druckanstiegs dp/dx 
hier kleiner anzusetzen sein, als er sich nach (5.6) errechnet. Samtliche auf (5.6) fuBende Rech- 
nungen miissen also die Ablésung etwas zu friih gegen- 
iiber den wirklichen Verhialtnissen ergeben, jedoch 
diirfte der hierdurch gegebene Fehler unerheblich sein. 5¢ 


Zahlentafel 4. 
Ausgangsprofile fiir die Berech- 
nung der Grenzschicht am 
Kreiszylinder. 
rey ttn os 4,5 
y | Uy k “ils Wo, k 
0 0 0 
0.4 | 1,2840 1,2896 
0.8 2.235 2,2675 
1,2 2.8855 2.9491 
1.6 3,2901 3,3832 
2,0 3.5131 3,6280 
2,4 3,6227 3.7488 
2,8 3,6780 3,8134 
ayy 3.6966 3.8347 
3.6 3.7011 3,8392 
4.0 3.7019 3,8397 


Diferenzenvertahre 


Gortler 1939 
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Abb. 12. Grenzschicht am Hiemenzschen Kreiszylinder: Verlauf iy ’ 
von (gu/d y= 0 nach verschiedenen Rechenverfahren, (Punktierter Abb. 13. Grenzschicht am Hiemenzschen Kreiszylinder: 
Verlauf nach Schréder nur unmittelbar vor der Ablésung bekannt.) Profile u/U. 


In Abb. 13 sind samtliche von uns berechnete Profile u/U dargestellt. Abb. 14 gibt den Ver- 


sleich einiger Profile u(xi.y) mit den von uns 1939 berechneten Geschwindigkeitsverteilungen 
o 


1 Hi Gartler, a.a.O., s. Fufnote 2, 8.173, be kieiat 

2 ah Pabe seinerzeit die grobere Aussage x=6,8 gewonnen. Eine sorgfaltigere Extrapolation ergibt den 
obigen Wert x=6.77. 

*5 K. Schréder, a. a. O., s. FuBnote 1, 5. 173. 
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und mit den Ergebnissen der abgebrochenen Blasiusschen Reihe. Gegeniiber meiner friheren 
Rechnung zeigen sich Abweichungen nach der Seite hoherer Werte, die zwar erst unmittelbar 
vor der Ablésungsstelle erheblicher werden (bei x=6,75 maximal 5 % bezogen auf U, wahrend 
sie bis zam Druckminimum bei x ~ 6 noch unter 1% bleiben), aber doch gréBer sind als wir 
dies erwarteten. Demgegeniiber zeigt der Vergleich mit den von Schréder angegebenen Profilen 
in Abb. 15 recht befriedigende Ubereinstimmung. In Abb. 15 ist tiberdies ein Vergleich mit 
dem Pohlhausen-Verfahren gegeben, das bekanntlich im vorliegenden Fal! unerwartet gute 
Resultate liefert. 


6. Verallgemeinerungen. Es sei im folgenden 


Ls eye (6.4) 
Uke oe be Aivq, Dik ; 


y= 


a) Grenzschichten mit Absaugen und Ausblasen. Langs der Kérperkontur y=0 
werde kontinuierlich in x und stationar Fliissigkeit abgesaugt bzw. ausgeblasen. Bezeichnet 


| —-— Gorter 1939 
—— Diferenzenverfahren 
—~--~ Blasius -Hiemenz 
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Abb. 14. Grenzschicht am Hiemenzschen Kreiszylinder: Vergleich einiger Profile nach verschiedenen Berechnungsyerfahren. 


v=v,(x) die vorgegebene Absauge- bzw. Ausblasegeschwindigkeit an der Wand (vy<0 Absaugen, 
vg9>0 Ausblasen), so andert sich gegeniiber den bisherigen Betrachtungen lediglich die Rand- 
bedingung fiir vin y=0. Sie lautet nunmehr 


U=Vo( X) dt = ol (6.2) 
War bisher v4 —0;.4 (siehe Abschnitt 3). so ist jetzt 


Vik = Vi, ai Chai ; (6.3) 


4a 
WO Vi,9 = (xi, 0) (=v (x:)} ist. Dementsprechend tritt in unserer Differenzengleichung (3.11) 
k—1 


lediglich an Stelle des Faktors » Z\i,, im dritten Term des Zahlers der Faktor 
To 


: 


ra 
2h 
' ae Li. DD aed i Vivo. 
yal 
Das Rechenschema der Abb, 2 ist also nur dahingehend abzuadndern, daB® in der zweitletzten 
Spalte in der ersten Zeile (fiir y=0) nicht Null steht, sondern die (fiir jeden einzelnen Schritt 


———— 
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feste und vorgegebene) Zahl (—2h/l) v;,.9. Die Rechnung verlaéuft im tibrigen unverindert*, 
_ die Rechenarbeit bleibt die gleiche. (Selbstverstandlich kann man auch der Komponente u 
_ an der Wand einen von Null verschiedenen, vorgegebenen Wert erteilen.) Insofern die Ab- 
saugung oder das Ausblasen von x=0 an erfolgt, wire es im Hinblick auf die Beschaffung der 
Ausgangsprofile erwiinscht, die bisher benutzte Blasiussche Reihe auf diese Grenzbedingungen 
zu verallgemeinern, was eine einmalige, wenn auch erhebliche Rechenarbeit bedeutet. Man 
kénnte sich dabei auf die allerersten Glieder beschrinken. 
b) Rotationssymmetrische Grenzschichten. Die Grenzschichtgleichung (2.2) bleibt 
formal unverandert bestehen, wenn x nunmehr die Bogenlange langs einer Meridiankurve des 
rotationssymmetrischen Kérpers bedeutet. Dagegen lautet die Kontinuititsgleichung in grenz- 


schichttheoretischer Naherung jetzt 


oe (ru) + (f 2) =.0" 


dx oy 
wo r(x) der senkrechte Abstand des Meridiankurvenpunktes x von der Symmetrieachse bedeutet. 


Ist ri=r(xi). r;=r'(xi), so wird daher 
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Abb. 15. Grenzschicht am Hiemenzschen Kreiszylinder: Weiterer Vergleich einiger Profile nach verschiedenen Berechnungsvertahren, 


ai ] k—!] 
l 
Vi,k = Vi,k — — Boe ei, y + Uiyeat 


Ti yao 
1 


d.h. in der Differenzengleichung (3.11) tritt an Stelle des Faktors ye Z\;.) im dritten Term des 
= 


Zahlers nunmehr 


yy Lipa) | { ui, y Uj, v + i} b 
525 | Tr; 


A L y=0 


Im Rechenschema von Abb. 2 kommt also eine Spalte hinzu, namlich die mit einer fiir jeden 
4 


Schritt festen Zah! multiplizierte Trapezregelnaherung des Integrals Judy. Die Rechenarbeit 
0 


wird also nicht wesentlich erhoht. 


* Nachtrag zu 6a): Herr R. Leuteritz machte darauf aufmerksam, daS auch die zur Bestimmung von 
Vi qund 7? , benbtigten Gleichungen (4.2) und (4.6) abzuandern sind, da ja die Grenzschichtbindungen 


(4.1) und (4.3) eine Anderung erfahren. 
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Die Ausgangsprofile verschafft man sich abnlich wie im ebenen Fall durch Reihenentwick- 
lung vom vorderen Staupunkt aus. Die Ermittlung der Beiwerte dieser Potenzreihe nach x, 
die selbst wieder Funktionen von y sind, ]aBt sich auf die Berechnung gewisser universeller Funk- 
tionen wie im ebenen Fall zuriickfiihren. Die Tabellierung derselben fiir die drei ersten Beiwerte 
der nach ungeraden Potenzen von x fortschreitenden Reihe ist in sorgfaltigen Rechnungen von 
N. Fréfling! durchgefiithrt worden. . 


c) Instationdire Grenzschichten. In diesem Falle verschwindet in der Grenzschicht- 
gleichung (2.2) das Glied du/dt nicht identisch in t und es ist p=pP(x,t). Ist zur Zeit t=0 eine 
geeignete Grenzschichtstrémung fiir alle interessierenden x,y vorgegeben, ferner der Druckver- 
lauf fir 0<t<t,, so kann man durch direkte Berechnung von Qu/dt in allen Gitterpunkten 
xi, yk Schritt fiir Schritt fiir wachsende t im Zeitintervall 0<t<t, den raumzeitlichen Verlauf 
der Grenzschichtstrémung berechnen?. Man ist somit in der Lage — natiirlich mit dem ent- 
sprechenden Mehraufwand. an numerischer Rechnung gegeniiber dem stationaéren Fall — etwa 
den Einflu8 kleiner oder endlicher raumlich und zeitlich vorgegebenen Druckstérungen zu ver- 
folgen, eine Méglichkeit, die im Hinblick auf die Stabilitat der laminaren Grenzschichten und 
auf den laminar-turbulenten Umschlag interessiert. Man kann ferner etwa die zeitliche Wan- 
derung der Ablésungsstelle, die man bisher bei Anfahrt aus der Ruhe nach den Reihenentwick- 
lungen von Blasius*® nur fiir kurze Zeiten nach Bewegungsbeginn berechnen konnte, bei vor- 
gegebenem p(x,t) weiter verfolgen. 


Eine zweite Problemstellung ist die Frage nach der Wirkung einer stromaufwarts gegebenen 
Stérung auf den weiteren Verlauf der Grenzschicht, was darauf hinauskommt, die bisher be- 
nétigten Ausgangsprofile fiir alle interessierenden Zeiten in ihrem zeitlich verinderlichen Verlauf 
vorzugeben und daraus bei gegebenem Druckverlauf den zeitlichen Verlauf der stromabwarts 
gelegenen Grenzschicht zu berechnen. 


d) Umkehrung der Problemstellung. Das Rechenschema von Abb. 2 kann unverandert 
zur Lisung des umgekehrten Problems dienen: Fortsetzung einer Grenzschichtstrémung in 
x-Richtung bei vorgegebener Wandschubspannung (0 u/d y)y—o, wobei dann die auBere Druck- 
verteilung als Rechenergebnis erscheint. Im Schema von Abb. 2 ist dann nicht 73,0, sondern 
Vio Vorgegeben. \7j,1 1a8t sich dann unmittelbar nach Definition (3.5) berechnen, dagegen ist 
72.0 aus (4.6) zu bestimmen, womit nach (4.2) der auBere Druckgradient resultiert. 


\ 


7. Zusammenfassung. Im vorliegenden Bericht wurde ein Verfahren zur Berechnung lami- 
narer Grenzschichten entwickelt und erprobt, das darauf beruht, die Grenzschichtdifferential- 
gleichung direkt durch eine Differenzengleichung zu ersetzen (Gl. 3.11), und es gestattet, eine 
ebene stationaére Grenzschicht durch Fortsetzung in Strémungsrichtung schrittweise zu ermitteln. 
Unser Bestreben war es, die von der Praxis gestellte Forderung zu erfiillen, eine strenge betriebs- 
fertige Rechenmethode zu geben, welche — bei dem als normal zu bezeichnenden Genauigkeits- 
anspruch von 4-1 % als zulassigen Fehler des Geschwindigkeitsprofils bezogen auf die zugehérige 
auBere Geschwindigkeit — mit einem Minimum an Arbeitsaufwand auf Grund eines einfachen 
Rechenschemas zum Ziele fiihrt. 


Bei dem genannten Genauigkeitsanspruch erfordert ein Rechenschritt (Schema der Zahlen- 
tafel 1 zuziiglich der graphischen Auftragung und gegebenenfalls Glattung) durchschnittlich etwa 
eine Stunde Arbeit eines eingeiibten Rechners. Dabei werden normalerweise 10—15 Profilpunkte 
der Rechnung zugrunde zu legen sein. 


Bei hoheren Genauigkeitsanspriichen (etwa wenn das Rechenergebnis als Grundlage einer 
Stabilitatsuntersuchung dienen soll) kénnte man durch Schrittverkleinerung und erhéhte Profil- 
punktzahl oder durch Verwendung finiter Ausdriicke von hdherer als zweiter Naherung zam 
Ziele kommen. 


1 N. Frépling, a.a. O., s. FuBnote 2, 8. 176. Eine weitgehende Fortfithrung dieser Rechnungen auf 
Glieder héherer Ordnung ist inzwischen von Scholkemeier durchgefiihrt worden (noch unveréffentlicht). 


. * Die Behandlung von Beispielen aus diesem Problemkreis hat bereits K. Schréder (a. a. O., s. FuBnote 3. 
S. 173) nach dem von ihm entwickelten Differenzenverfahren in Angriff genommen. 


® HT. Blasius, a.a.O., s. FuBnote 1, S. 176. 
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Die praktische Erprobung des Verfahrens wird in dem vorliegenden Bericht an drei Bei- 


spielen vorgefiihrt. Sie zeigt, da das Verfahren bis unmittelbar vor einer eventuell vorhandenen 


Ablésungsstelle zuverlissig arbeitet. Durch den Ablésungspunkt hindurch kann man nur mit 
einem etwas erhéhten Rechenfehler weiterrechnen. Da jedoch normalerweise die Grenzschicht- 
vernachlassigungen ohnehin an der Ablésungsstelle nicht mehr zulassig sind, kénnte dieser Nach- 


teil nur in Fallen sehr schwacher Ablésung, wo ein grenzschichttheoretisch vereinfachtes Weiter- 
rechnen statthaft ist, Bedeutung gewinnen!. 


Das Verfahren ist in 'mehrfacher Hinsicht verallgemeinerungsfahig: Grenzschichten mit 


_Absaugung oder Ausblasen lassen sich ohne Erhéhung des Rechenaufwandes nach dem- 


selben Schema, nur mit entsprechend veranderten, vorgegebenen Randwerten, berechnen. Bei 
rotationssymmetrischen Grenzschichten mit oder ohne Absaugung und Ausblasen wird die 
Rechenarbeit nur geringfiigig erhéht. (Es kommt im wesentlichen eine Spalte zu dem bisherigen 
Rechenschema hinzu.) Das umgekehrte Problem, zu einer vorgegebenen Wandschubspannung 
die Grenzschicht und damit den auBeren Druckverlauf zu ermitteln; laBt sich nach demselben 
Schema wie oben, also auch ohne Anderung des Arbeitsaufwandes, lésen. SchlieBlich kann das 


_vorliegende Verfahren in einfacher Weise auf die Berechnung instationarer Grenzschichten iiber- 


tragen werden. Der Arbeitsaufwand erhéht sich hierbei natiirlich entsprechend. 


(Eingegangen am 18. Februar 1947.) 


1 Man muf jedoch tiberhaupt daran zweifeln, ob ein Weiterrechnen iiber die Ablésungsstelle hinaus im 
allgemeiner sinnvoll ware. Denn die im Riickstrémungsgebiet angetroffene Fliissigkeit kann ja durch irgend- 
welche Stérungen aus dem noch nicht berechneten Gebiet gréBerer x-Werte bestimmend beeinfluBt werden! 
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Eine Verallgemeinerung der Kreis- und Hyperbelfunktionen*. 
Von R. Grammel in Stuttgart. 


1. Einleitung. Es gibt technische und physikalische (und sicherlich auch mathematische) 
Fragestellungen, die zu einer Funktionerfamilie fiihren, welche man als naheliegende Verallge- 
meinerungen der Kreis- und Hyperbelfunktionen bezeichnen kann, da diese als Sonderfalle in 
ihnen enthalten sind. Ich zahle zundchst einige Probleme solcher Art auf. 


Abb. 1. Abb, 2. 


a) Bei kinematischen Maschinen, z. B. im Textilwesen, kommen Bewegungen vor, deren 
Weg-Zeit-Diagramm sich dem Streckenzug von Abb. 1 méglichst gut anschmiegen soll, jedoch 
mit ,,Abrundung** der Ecken derart, da auch die Geschwindigkeit und die Beschleunigung 
stetig sind. Die Lésung wird durch die spaéter mit s=Sin(n) at bezeichnete Funktion mit 
hinreichend hohem geradem Index n dargestellt. Soll sich das Weg-Zeit-Diagramm in 
gleicher Weise méglichst gut dem Streckenzug von Abb. 2 anschmiegen, so lautet die Liésung 
s=a Sin(n) at Cos(n) at. 


b) Man hat es bei Schwingungen manchmal mit Charakteristiken von der Form x%(1—x?)’, 


zu tun.’ Sie fithren, falls a=n—1, B=n, y=(n—2)/n 
ist, ebenfalls auf die Funktionen Sin(n) t und Cos(n) ¢. 


ay veya 
See) 


a-V7-z* 


a2 


as 
LI. a 
~~“ 


Abb. 3. Abb. 4, 
c) Das Differentialgleichungssystem x=y, y= —x der zirkularpolarisierten Welle hat seine 
natiirliche Verallgemeinerung in dem System x=y?, y= —xP und liefert mit ungeradem p eine 


allgemeinere, ebenfalls geschlossene Polarisationsfigur, die durch die Lisung x=Sin(p+1) t, 
y =Cos(p +1) t dargestellt wird. Fiir x= y?, y= x? erhalt man die entsprechende Verallgemeinerung 
der Hyperbelfunktionen. 

d) Bei nahezu quadratischen Querschnitten (Abb. 4) kann es zweckmaBig sein, eine Ver- 
allgemeinerung von Polarkoordinaten 9, v zu verwenden, bei welchen die Kurven o=konst, 


. Diese Arbeit war in einer ersten handschriftlichen Fassung Herrn G. Faber zu seinem 70. Geburtstag 
am 5, April 1947 gewidmet. 
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_ nahezu quadratische Kurven, die Linien v—konst. gerade Strahlen durch den Mittelpunkt sind. 
Sie hangen mit den kartesischen Koordinaten x und y folgendermafen zusammen: x=6 Uos(n) v. 


¥=oe Sin(n) v. 


2. Die. verallgemeinerten Kreisfunktionen. Man geht aus von der Gleichung 
xP 4yma 1, | (1) 
worin 7m eine positive ganze Zahl ist, die man >1 voraussetzen darf. In einem kartesischen 
(x, y)-System definiert (1) die sogenannten Laméschen Kurven. Die Kurve (1) ist fiir gerades n 
eine geschlossene Kurve ohne reelle Doppel- und Wendepunkte und mit den vier Symmetrie- 
achsen x=0, y=0, x= +y; fiir ungerades n ist sie eine einziigige Kurve ohne reellen Doppel- 


_ punkt, mit den zwei Wendepunkten (1; 0) und (0;1), der Symmetrieachse x= y und der Asymptote 
x=—v (Abb. 5). 


Abb. 5. Abb.6. 


Der von der Kurve begrenzte Flachensektor zwischen der positiven x-Achse und dem Fahr- 
strah] vom Nullpunkt nach dem Kurvenpunkt (x,y) (Abb. 6) sei mit }v bezeichnet, da er im 
Falle n=2 des Kreises gleich dem halben Zentriwinkel v des Sektors ist: sein doppelter Wert 
ist, wie man leicht findet, 


YY 


by 5 
v= f xdy+f ydx=f (xdy—y dx). (2) 
; ae es) 
Je nachdem man hierin nach (1) y in x oder x in y ausdriickt, erhdlt man das erste oder das 


zweite der folgenden Integrale: 


| dx f dy 
= —— — 5 Dy = 


n—1 jee Livan 


x (l—x") n CA (iy) 5m 


Man erkennt in diesen Integralen fiir den doppelten Sektorinhalt die unmittelbaren Ver- 
allgemeinerungen der Funktionen arc cos « und arc sin y, in die sie mit n=2 itbergehen. Sie 
sollen daher mit ArCos(n) x und ArSin(n) y und ihre Umkehrfunktionen mit Cos(n) » und 
Sin(n) v bezeichnet werden, also 

1 


v= Ar Cos(n) x= ets Z x=Cos(n) v, | 


n—1 


a ic (Ut) 
Ms d y 
v= Ar Sin(n) y =| ae Spr 
. 0 (1 be y”) oi 


y= Sin(n) v. 


Fiir sie gilt zufolge (1) die Formel 
Cos(n)” v + Sin{n)"v =1. (4) 
Die weiteren Funktionen Tg(n) v und Ctg(n) v seien erklart durch 
Tg(n) v = Sin(n) v/Cos(n) v, Ctg(n) vo = 1/Tgin)v. Mme) 


ail as Pr A ae IS GAR TNE ie gi nas ee RCS AS Cee aR eee Ra ae 
) sual cone oe ts be, TaN SS Cnc Sab oe Pas 

' z 7 y : i ae Ty tie ch et aL at 

wt ey Be ek as Fs 


uy 


a! 


ad ot tam < 
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Aus (3) folgt mit (1) ; 1 
‘ d x a1) a == n—I dy ae i) Ue a Bree ; 
Prasad one eran Vera OOP 


und das sind die Differentiationsformeln der Funktionen Cos(n) v und Sin(n) v, namlich 
d : n— 
oe (Cos(n) v)=—Sin(n)"—! v, ae (Sin(n) v) = Cos(n)"~1v. 


Hieraus folgt gemaf} (4) : 
Cos(n) v 3 (Sin(n) v) — Sin(n) v ae (Cos(n) v) = 1. 


Fir z—Tg(n) v und z’=Ctg(n) v gelten die Differentiationsformeln 


d 1 d s Les 
du (Tg(n) v) ir ~Cos(n)? v via Rh (Ctg(n) ¥) pate /Sin(n)? v 
oder é " ee ‘ 
z n = u Ea ee rey n = 
fy Amante ho) Seat oie: 
woraus man auf die Umkehrfunktionen 
; r dz 
v= ArTg(n) z= f- ee aoe vy = Ar Ctg(n) 2’ =/- rate 
0 (+2")n Nias 0 eras ls 
schlieBt. . 
Weiter kommt zufolge (6) 
© (Cos(n) v) = — (n—1) Cos(ny'-! » Sin(ny— » , 


A (Sin(n) v) = —(n—1) Sin(ny"“! » Cos(n)'—* 0 , 


und dies besagt, da®S die Funktionen Cos(n)v und Sin(n)v beide der Differentialgleichung 


n—2 


s+ (n—1)s"—! (1—s") » =0 gehorchen, oder etwas allgemeiner: die Differentialgleichung 
2 n—2 
oe + a%s"—-! (a”— s")n =0 (10) 
hat die partikularen Integrale 
ch Gee a ae 
ts Soa eet Boia ete /9) ul 
s = a Cos(n) ( (as y+ C) <s = 09in(B) ( ia v4 b) (11) 


wo C und D beliebige Konstanten sind. [Die beiden Integrale (11) von (10) sind iibrigens, wie 
aus den spateren Formeln (17) hervorgehen wird, nicht wesentlich verschieden und stellen keines- 
wegs die allgemeinsten Integrale von (10) dar. Sie sind vielmehr diejenigen partikularen Lésungen.- 

. die fiir einen bestimmten Wert von v die spezielle Zuordnungsbedingung s=a, ds/dv=0 erfiillen. 
Wahrend fiir n=2 auch das allgemeinste Integra! mit der Zuordnungsbedingung s=c +a, 
ds/dv=0 im Bereich der Kreisfunktionen bleibt, so fihrt fiir n>2 das allgemeinste Integral 
von (10) aus dem Bereich der hier untersuchten Funktionen Cos(n) v und Sin(n) v hinaus.] 


3. Die Verallgemeinerung der Zahl a. Man fiihrt den Integralwert 


1 
dt 
ew 5) ‘ 
ig ae (12) 
0 d—?) 2 

ein, der offenbar das Vierfache des Flachensektors zwischen der positiven x- und der positiven 
y-Achse bedeutet, fiir gerades n also den von der ganzen Kurve umschlossenen Flaicheninhalt, 
im besonderen fiir den Fall n=2 des Kreises die Zahl 7. Die Berechnung von z, laBt sich auf 


die tabulierte Fakultat zuriickfiihren. Es ist namlich! 


: (13) 
ca 


\ it) 


1 Vel. Jahnke-Emde, Funktionentafeln, 3. Aufl., S. 20 f. sowie S. 14 u. 16. 


soll Sales Ss Sica 
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Tafel 1. Man findet die Werte von Tafel 1 und vermutet gema® der geometrischen 
Bedeutung den Grenzwert ,, =4. Um dies zu bestiitigen, fithrt man die 


Ls | on Gammafunktion ein und hat 
2 3,142 

hE 1 
3 3,533 Te Ie ee 
4 3,708 Ma =2 lim ( a } ( ) = 27(1) L(x) 
5 3,801 ne (=) ea ED 
6 3,855 Aa te 
1 3.890 oder wegen 
8 3.914 a ‘ i 
9 3,931 , toes tac UC seg re we Bo 
10 3.943 Viana oan = x>o 1 (2x) I'(s) 
oe) 4,000 


» in der Tat a,,=4. Die Werte von zp liegen somit in dem verhiltnis- 
maBig engen Bereich 7 San 34. 


Fiir nachher merken wir noch an, da8 a auch durch folgenden Integralwert darstellbar ist: 


1h Mead 
Tin = 2 f TEL | (14) 


oye ")n 


da dieser ebenfalls auf (13) fiihrt. 


4. Die Eigenschaften der verallgemeinerten Kreisfunktionen. Nunmehr gilt zufolge (3) und 
(12) bzw. (9) und (14) zunachst fiir ungerades n 


ArCos(n) 2 + Ar Sin(n) z=42,, | 1s 
ArTg(n)z + ArCtg(n)z=32n. J (>) 
Fir gerades n sind die Funktionen ArCos(n), ArSin(n), ArTg(n) und ArCtg(n) unendlich viel- 


deutig, wie geometrisch ohne weiteres einleuchtet. Man erklart dann ihre Hauptwerte durch 


die Schranken 
0=vEm fiir v= ArCos(n) x, 
—4in=v=+ 420, fir v= ArSin(n) x , 


(16) 
—4£2n<vU<5n fur ov = Ari s(n) 4; 


0<v<a fir v= ArCtg(n) x 
und versteht unter den Symbolen ArCos(n), ArSin(n), ArTg(n) und ArCtg(n) bei geradem n 
_ weiterhin stets diese Hauptwerte. Nun gilt (15) auch fiir gerades n. 
Die Umkehrungen von (15) lauten 
Cos(n) (¢ t,— v) = Sin(n) v , Sin(n) (4 %— v) = Cos(n) v , | 
Tg(n) ($2%—v) = Ctg(n)v, Ctg(n) (ftn—v) =Tg(n) vo. | ED 


Fiir weitere, zu den gewéhnlichen Kreisfunktionen analoge Formeln mu® man sich auf 
gerades n beschranken und findet ebenso wie fiir n = 2 die Formeln 


ArCos(n) (—) = a — ArCos(n) x , 
ArSin(n) (—x) = — ArSin(n) x , | 


ArTg(n) (—x) = — ArTg(n) x, i eee) ve 
ArCtg(n) (—x) = 2m— ArCtg(n) x, 
ferner 

Cos(n) (—v) = Cos(n) v , Sin(n) (—v) = — Sin(n) v , 

Cos(n) (v + 7%) = —Cos(n)v,  Sin(n) (v + %m)= — Sin(n) v, 

Cos(n) (v + 2am) =Cos(n)v, Sin(n) (v + 2%) = Sin(n) v, /¢ (” gerade) (19) 

Te(n) (—v) = — Tg(n) v- Ctg(n) (—v) = —Ctg(n) 

Tg(n) (v + an) = Tg(n) v, Ctg(n) (v +7) = Ctg(n) v . 


at 
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Fiir gerades n haben also die Funktionen Cos(n) v und Sin(n) v die Periode 27, die Funktionen 
Tg(n) v und Ctg(n) v die Periode z,, und zwar ist : 


Cos(n).» %n.= (—1)”,, Cos(n) (v-+3) 7m =0, 

Sin(n) 7m = 0, Sin(n) (v+-4) 2% =(—1)’, | w=0, +1, £2...) 
Tg(n) Yan =O, Tg(n)(v+4)%n = 0, | ( gerade) 

Ctg(n) ¥ an = © , Ctg(n) (v+ 2) %m =0. 


(20) 


Die Funktionen Cos(n) v und Sin(n) v, als Ordinaten iiber der Abszisse v aufgetragen, liefern 
fiir gerades n zwei Kurven nach Art der cos- und sin-Linien. Wahlt man den Mafstab der Ab- 
szissenachse fiir jedes n so, da der Punkt z, fiir die ver- ’ 
schiedenen n an der gleichen Stelle liegt, so erhalt man Abb. 7 
beispielsweise fiir die Sin(n)-Kurven, die alle in dem engen 
Bereich zwischen der sin-Linie und einem gebrochenen 
Streckenzug liegen, welcher den Grenzfall N—> «© von 
n =2N darstellt. Das Entsprechende gilt von den (um 


Tgfn)u 


n gerade 


Abb. 7. Abb. 8- 


—43m gegen die Sin(n)-Kurven verschobenen) Cos(n)-Kurven. Die Sin(n)- und Cos(n)-Kurven 
durchsetzen die Abszissenachse mit Wendetangenten von (n-+1)-punktiger Beriihrung und der 
Steigung +1 und besitzen in ihren obersten und unter- 


Beriithrung, wie man leicht beweist. 


Die Kurven der Funktionen Tg(n) v und Ctg(n) v sind 
von der Art der tg- und ctg-Kurven, und zwar liegen sie 
(wenn man den soeben beniitzten MaBstab auf der Ab- 
szissenachse beibehalt) alle in dem sehr engen Bereich 
zwischen der tg- bzw. ctg-Kurve und dem Linienzug des 
Grenzfalls N—» ©, und dieser setzt sich gemaiB Abb. 8 
aus dem Streckenzug ABCDE... und Hyperbelasten 
zusammen, die den Streckenzug in B und D usw. be- 
ruihren und die Asymptoten v=y-47n (v=0, +1, +2,...) 
haben. Die Tg(n)-Kurven gehen alle’ durch die Punkte 
mit den Abszissen v= (29+ 1) } am und den Ordinaten (—1)’. 
Die (in Abb. 8 nicht eingetragenen) Ctg(n)-Kurven sind 
die Spiegelbilder der Tg(n)-Kurven, gespiegelt an einer 
der Geraden v=(2v+1)4 mn. 

Fir ungerades n haben die Funktionen Cos(n) v, 
Sin(n) v, Tg(n)v und Ctg(n)v keine reelle Periode. 
Ihren Verlauf zeigen die Kurven in Abb. 9. Sie sind 
nur in dem Bereich —A, Sv S4an+dn reell, wobei 
An der gemeinsame Wert der drei folgenden Integrale 
ist; 


sten Punkten waagerechte Tangenten mit n-punktiger 
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Tafel 2. 


; 1 2 

5 aD ae ai! dt ; pos. ‘dt ‘a af LESS ics ! (Rea) : (21) 
n—1 n—1 n—1 1 ‘ 

3 1,767 = 0 (hE), oe 1 d-®n» 0. (14%) 2 (- aa) A 
4 1,311 
5 1,174 Man findet fiir An die Tafel 2, in welcher sogleich auch die spiter be- 
: are nétigten Werte fiir gerades n eingetragen sind. 
: ere Wir merken noch an, daf fiir n=3 und n=4 ein Zusammenhang 
10 1.036 zwischen unseren Funktionen und den elliptischen Funktionen zu er- 
oo 1,000 warten ist. In der Tat findet man fiir n=3 


= 


heeare (i+ V3) cn(k, u) | mit u= 4 V3 0~F(b, eee Eepheccd 2—)| 


Cos(3) v Sin(3) v = ere 


aya ee ) (22) 
"4 [1+ en(b,u)] exe k=i/2+4)3 sin 75° 
und noch einfacher fiir n = 4 
Cos(4) v Sin(4) » =k en (hk, (2 v—K(h)}) = may mit k= = gin 45°, - (23) 


Diese beiden Formeln gewinnt man in der Weise, daf man die (fiir n=3 und n=4 elliptischen) 
Integrale (3) auswertet, im Ergebnis x=Cos v setzt und nach dem dabei auftretenden Produkt 
Cos v Sin v auflést. Die Einzelrechnung mag hier unterdriickt werden. 


Man kann die Formeln (22) und (23).dazu beniitzen, die Funktionen Cos(n) v, Sin(n) v, 
Tg(n) v fiir n=3 und n=4 zu berechnen; man kommt aber i. a. schneller und auch noch fiir héhere 
n zum Ziel, wenn man die folgenden poner scel ne verwendet. 


5. Reihenentwicklungen. Die Funktionen Ar Sin(n) y und ArTg(n)z haben gemafs (3) und 
(9) folgende Reihenentwicklungen fiir gerades und ungerades n: 


’ n—1)(2n—1)..(vn—1 os 
Ar Sin(:) y= y4 Py ( if aes us ye i (| iy) | = 1) > (24) 
2 (m4+-2)(2n-+2)..((o—1)n+2) y, 
Ar Te(n a (—1)” ( wish ) ga Ro (jaye) (25) 


Die Reihen fiir Cos(n) v und Sin(n) v sind von der Form 


Cos(n) v = 1+ » (—1)’ ae) ay? 


ize i 
‘ i (26) 
Sin(n) v =v + >) (—1)” bY yrntt. 
v=l 


Die positiven Koeffizienten al” und p”) berechnet man am besten rekursiv mit Hilfe der For- 


meln (6) aus den Anfangskoeffizienten 1. Man findet 


=, of? = 2a Aes (m) Heo 

Dalat ia) Ve. 1 at oa se, 

Acs a E (n—2) (n 3) a)? 4 + (n—2) as” ai) + a” | 3 (27) 
of) = + (n—2) (n—3) BY? + (n—2) BY? BE” of), 

ee a (3 (n= 2)-(( [( n—3) al"? a”) eG) al”) aS”) Ae ay” ] eS al| J 


usw. Die Reihen konvergieren fiir kleine Argumente v sehr rasch. Ihren Konvergenzbereich 
abzugrenzen, mu einer besonderen Untersuchung vorbehalten bleiben. 


194. 


Setzt man (mit einer reellen Zahl p) y=Sin(n) v, t=Sin(n) pv, so ist 
ArSin(n) t=p ArSin(n) y 
oder, wenn man die Koeffizienten der Reihe (24) mit of”) bezeichnet, 
(oo) (oe) x 
they PTT py Dey ye lr 
y=1 y= 


Fihrt man hier den Ansatz 
t=py(1- ea | 


ein, so lassen sich die Zahlen xs) durch Koeffizientenvergleich berechnen. Man gewinnt so | 
die Formel 


ie Sin(n) pv = p Sin(n) v (1 a Sin(n y’"») 3 / 
ee fi mit . “ 

at ma te) 

Oe Seow Le e 28 
a 7) = of (p* — 1) — of (x +1) p*(p"— 1), Ce) 
‘Se 

4 : eS) =f (p™ — 1) + 4.8? (n 4-1) p?(p?— 1) [n+ 2) p" — n] — | 
a — ef) cf? p® (p" — 1) [(B n+ 2)p"+ (m+ D). ae 
pe usw., wobei : ’ | 
.. fl) eet em) ene) ; 
x vy! (v n+1) nv (29) 


ist. In (28) sind fiir n=2 und ganze Zahlen p die bekannten Formeln fiir sin pv, ausgedriickt in 
den Potenzen von sin v, enthalten. Die Konvergenz von (28) bedarf ebenfalls einer besonderen _ 
Untersuchung. 


6. Integralformeln. Mit den verallgemeinerten Kreisfunktionen lassen sich ‘zahlreiche Inte- 
gralformeln aufstellen und an Hand von (6) und (8) nachpriifen: 


if, Cos(n)"-! v dy = Sin(n) v Pach Sin(ny'-! » dv = —Cos(n) v, (30) 
if Cos(n)" » dv =} (v-+Cos(n) v Sin(n) v). | 
(31) 
f Sin@yt o dv = 4 (v—Cos(n) v Sin(n) v), | 
dv dv 
tae ae ON) ee SinayPo ~~ Ct8(n) v. (32) 
a," dv | 
ae ls aan ae = g (Sin(n) v), Sagaye — 7 (Cos(n) v) (33) 
wobei g(x) =[~: ein fiir jedes positive ganze n auswertbares Integral ist; 
dv ne i Sin(n) v 
Cos(n)" v ape a n—1 Cos(n)r—ly * | 
= (34) 
DNL Ds occa Peaen! Cos(n) v | 
Sin(n) v eta n—1  Sin(n)n—ly ” 
J Cos(ny'? v Sin(ny™» do = on Sin(ny"+1 0, 
(race Vo (35) 
3 n—1 ™m , Spee hee oh ar hae! m+1 . y 
J Sin(ay-? v Cos(ny™ » dv ee Cos(n) 


® 
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Cos(n)r—1 » Sin(n)"-1ly | 
Sinn) v7? = Sin(n) 0 > [Geaye 2? = —In Con(n) v, (36) 
dv In T 

Cos(n) v Sin(n) v rf a(n) y= in Ctg(n) v, (37) 

f (Cos(nyt » — Sin(n)* v) dv = Cos(n) v Sin(n) v, (38) 
fee ee ee fs a 

Cos(n)" v Sin(n)" v n—1_ Cos(n)"—!v Sin(m)jr—ly ” (39) 


n ‘ 7 n , m ‘ m 1 = . / 
f (Coscn) a) . Sin(n) v) Cos(n)™ v Sin(n)™ v dv = ee Cos(n)”*? v Sin(n)™+1 u (m+ —1), (40) 
Cos(n)" v — Sin(n)" v 
Cos(n) v Sin(n) v 
1 


m—n-+2 


dy = In (Cos(n) v Sin(n) v) : (41) 


: 1 
Cos(n)"—"*1y Sin(n) v += [Cos(nyr—nv dv, 
é 1 : 1 
J sincny vdyu=— Serey Sin(n)"™—"+1!y Cos(n) v + se 7 [Sin(ayr—" dv, 


was fiir m=yn (y ganz positiv) rekursiv vollig auswertbar ist und fiir m=yn—1 auf (33) fiihrt; 


[Cosnyna dy = 


ie +n—2) (42) 


dv ohare Sin(n)v = m—2 dv 
Cos(n)m v m—l1 Cos(n)m—1y La es | Cos(n)m—" v * | 
dv Be 1 Cos(n) v m—2 dv | a) (#9) 
Sin(n)” v “m—1 Sin(nyn—ly ' m—1 J Sin(nyn—"v’ 
was fiir m=yn (vy ganz positiv) rekursiv véllig auswertbar ist; 
i 1 
n—l = 2s 
[Te) Udy n—2 Cos(n)r—2 y’” | 
A ; : | (n + 2) (44) 
n—1 = ts 
J cre(n) me n—2 Sin(n)r—2y 7 


: = ! 1 Sin(n)m—2+ly m— a aes 
f Te(n) v dv = Ea Cwnie ie [te (n)"—-"v dv, | 


m—n-+1 <= 
_f ergiayno 5 adi oo MAM —— abs f cre n) "adv, | 


m—l  Sin(n)"—1lv 


(m#1) (45) 


was fiir m=yn—l1 (y ganz positiv) rekursiv véllig auswertbar ist. 


7. Die verallgemeinerten Hyperbelfunktionen. Es liegt nun nahe, anstatt von der Grund- 
gleichung (1) von der Gleichung 
gt yee] (46) 
auszugeheh, worin n ebenfalls eine positive ganze Zahl > | sein soll. Die zugehérigen Kurven 
sind fiir gerades n hyperbelartig, fiir ungerades n die an der x-Achse gespiegelten Kurven (1). 
Fiir den wieder von der Kurve selbst und der positiven x-Achse sowie dem Fahrstrahl vom Null- 
punkt nach dem ey (x, y) begrenzten Flachensektor v/2 hat man 


po fords frase fice de), (47) 
(J=0) 


und dies geht, je nachdem man nach (46) y in x oder x in y ausdriickt, in das erste oder das 
zweite der folgenden Integrale iiber: 
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worin man die Verallgemeinerungen der Hyperbelfunktionen Ar Coj x und %rGin y erkennt. 
Man definiert daher 


v = Ar Coi(n) x = ich Gata - x = Coj(n) v, 
1 esl I ei 
(x"— 1) (48) 
pied 
v = Ar Sin(n) vy =[— Stee ‘ y = Gin(n) v 
0 (y7+1) 2 
und weiter 
Tn) v = Sin(n) v / Cof(n) v , Ctg(n) v = 1 / Tgm) v (49) 
Fir diese Funktionen gilt 
Cof(n)” v — Gin(n)” v= 1, (50) 
ee (Cof(m) v) = Gin(n)"—! v, —*_ (Gin(n) 0) = Coj(n)"—! », (51) 
Cof(n) v ae (Sinn) v) — Sin(n) v —— “(Gol inyo)= 1, (52) 
4 (&g(n) v) = Rei (Gignisy a es a(S) 
8 ‘Cof(n)? v’ dv Gin(n)? v’ 
woraus man auf die Umkehrfunktionen 
v = Ar Tain) z= — y = Ut Ctg(n) 2’ = Rid sa (54) 
0 (1—2")n 7 (—l)e 


schlieBt. 
Ferner kommt zufolge (51) 


— (Gof {(m) v) = (n — 1) Cofn)"—! v Ginfn)"-2 0, ee (Gin(n) v) = (n — 1) Gin()”—1 v Cof(n)”—2 v. 


= pee 
Somit hat die Differentialgleichung 
Ps 2 n—1 (on __ gn eae ped F 
RCE bir ey (s a )n. = 0 (55) 
das partikulare Integral 
s = a Coj(n) (<= — One Cc), (56) 
sil 
die Differentialgleichung 
d?s Bre ; 6 
ie —q2sr-l (s” + a”) a ea) (57) 
das partikulare Integral ~ 
s = a Ginn) ( = Ut C). (58) 
ea 


i 
‘Fir ungerades n sind die verallgemeinerten Hyperbelfunktionen nicht wesentlich verschieden 
von den verallgemeinerten Kreisfunktionen. Denn man hat 


Gof(n) v == Cos(n) (—v) , Sinn) vy = — Sin(n) (—v), 
Ign)v = —Tg(n)(—v), Ctg(n)v = —Ctg(n) (—v), 
59 
Wr Coj(n) « = — Ar Cos(n) x, Mr Sin(n) y = — Ar Sin(n) (— y) , 0°) 
Wr Tg) z = — ArTg(n)(—z), °ArGigm) 2 = — Ar Ctg(n) (— z’). 
Fiir gerades n gilt 

Cof(n) (— ¥) = Coj(n) v, Gin(n) (— v) = — Ginn) v, 

(60) 

Zg(n) (— v) = — Tg(n) v, Stg(n)(— v) = — Stal in)o 


? 


} 
4 


ai > 
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und die zugehdérigen Coj(n)-, Gin(n)-, Ton )- und Ctg(n)-Kurven 
haben dann den in Abb. 10 spain Verlauf mit den lot- 
rechten Asymptoten v= + An, wo An der Integralausdruck (21), 
mit geradem n, ist. 

Die ‘Reihenentwicklungen lauten fiir gerades und un- 
gerades n 


Say ee S Ste) (fn 
Wr Sina)'y=y+ Di ( yp Sree) Te hwivate (Ol) 
{ya8 | 
et 2, 2 (n4-2) (2n4+2)...((v—1) n+2) 
We & Dw ‘ " 
2 Ta(n) ee 2 vt (2n+1) nv Br (62) 
Cofm) v =1 ‘D> ye ee 
ai (63) 
Sinn) v = poe | 
u ‘|. n gerade me +2, ee 


mit den gleichen Koeffizienten (27) wie in (26) sowie 


Abb. 10. 
ae at Cin(n) pv = p Sinn )v (1 


mea = 1) 2h) Gina)” v), (64) 


) aus den, Rotfivienten oe ” (28) dadurch entstehen, daB man darin 


wobei die Koeffizienten x 
die (29) durch: :..: 

\ a= (- 1" 6g" (65) 
ersetzt. ? 


8. Integralformeln. Es gelten hier folgende Integralformeln: 


f Sim dv = Ginn) v, fe Ginn)"—!v dv = Cof(n) v, (66) 


i Cojm)” vdv=4 (Gof(n) v Sinin) v+ v) ; | 


(67) 
fs Sin(n)” vdv =} (Cof(n) v Sin(n) v ~ v) | 
ye ee) v eg =~ Cigin) v (68) 
Coj( {(n)? v v 8 x . Gin(n)2 v 2 
‘ Ah Mage 
| Gare ~ * (Ci) »), Heel) empanadas oy lk: (69) 
: d dx 
wobei g(x) = / =e ; h(x) — , — ie 
a : peers kh) at n—=2 fe 1 Gin(n) v 
| Coftayry wT" " 1 Coffay—ty ” | (70) 
pee m2 hb _)Goffm)o 
Gin(n)"v sn 1 ise fea rer ly’ 
| an 
Cof(n)"—! () Sin(n)™ v dv =e pe - Gin(ny™ +1 v, 
| J iad pees (7) 
? 1 ; | | 
i Se v Cof(n)™v dv = mel Cof(ny"*1y, 
Goftn)=— a ato = In Gin(n) v Su ae dv = In Gof(n) v, {72) 
‘Sin(n) v: Coj(n) v 


13* 


ee A oy ee oe 
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fs Coin oe ee = In oo )v In Ctq(n) v. Lig (73) 
/ (Coj(n)" v + Sin(n)" v) dv = Coj(n) v Sin(n) v, (74) 
1 1 1 1 
i can nev ah Sin(n)r -) ny n—1 GCof(n)"—!v Gin(n)r—lv ” (75) 
if (Coj(n)" v + Sin(n)” v) Cof(n)™ v Sin(n)™ v dv = ay Cof(n)™+1y Gininy™t1y (m+—I1), (76) 
Coj(n)" v + Sin(n)r v ie . ee 
MERCI eee ee 7) 
ih Cof(ny™ v dy = unNa Cof(ny™—"+1 y Sinn) v + - cma 5 | oi (ny™—-"v du, 
m—n--2 

; (m=+n—-2) (78) 

/ Sin(n)™ v dv = ae Ein(n)™—-"+! y Cofm) v — igen [Sinnyr" ov dv, | 


was fiir myn (y ganz positiv) rekursiv vollig auswertbar ist und fiir m=vn—1 aut (69) fithrt: 


“s dO pe ele Sinn) ol eons dv 
} Coj(nyev — m—1- Cof(nye—lv | m—1 Cof(n)™—" v” 
(m = 1) (79) 
7 een 1 Cojm)v  — m—2 dv 
ct SGin(n) v m—l Gin(nym—ly m—1 J Gin(n)ym—2y’ 
was fiir m = yn (vy ganz positiv) rekursiv véllig auswertbar ist; 
1 1 
n—1 IAN iano oo whee take igre ose seis sd 
Xa) Ob cs n—2 (Coj(n)r—2v ” | 
; (nm + 2) (80) 
1 
a n—l, ANeee os = SoS 
J Cto(n) vdy n—2 Gin(n)r-2 vy’ 
= he ik eCin(n ee Beka ne chs 
J Xam) vdv =— m—1  Gof(nym—10_ sii nee f Fata) vdv, | 


a (m+1) (81) 
f Staimyrv dv = — lente Sc ale i eee cu 
m—1l1 


m—l  Gin(n)m—-ly 


was fiir m=yvn—1 (y ganz positiv) rekursiv vollig auswertbar ist. 


i 


9. Verallgemeinerte Kreis- und Hyperbelfunktionen mit imaginiérem Argument. Aus den _ 


Reihen (26) und (63) schlieSt man fiir rein imaginares Argument auf folgende Beziehungen, in 
denen ein Querstrich die konjugiert komplexe GréBe bedeutet: 


Cos(4n) tv = Cos(4n) v, Sin(4n) tv =1 Sin(4n) v 
Tg(4n) tu =1 Tg(4n) v, Ctg(4n) 1v = — Ctg(4n) v, 
Cos(4n-2) 1v = Coj(4n-2) v , Sin(4n-2) Lv = 1 Sin(4n-2) vw, 


é ; ; (82 
Tg(4n-2) iv = 1 Tg(4n-2) v, Ctg(4n-2) tv = — i Ctq(4n-2) v Net 


Cos(2n-1) tv = Cof{(2n-1) tv, Sin(2n-1)v0 = — Gin(2n-1) iv, 


Tg(2n-1) iv = —Tg(QQn-lhiv, Ctg(2n-1)tv = — Ctg(Qn-1)iy 
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Coj(4n) tv = Coj(4n) v , Gin(4n) Lv = 1 Gin(4n) v, 
Tq(4n) tv = 1 Tq(4n) v, Ctq(4n) tv = — Ctg(4n) v, 
€oj(4n-2) tv = Cos(4n-2) v, Sin(4n-2) iv o i Sin(4n-2) wv, 
‘. g(4n-2)tv = 1 Tg(4n-2) v, Wig(4n-2) tv = — i Ctg(4n-2) i 09) 
o{(2n-1) iv = Cos(2n-1) iv. Sin(2n-1)tv = Sin(2n-l)iv, 
Ig(Qn-l)iv = —Tg(Qn-l)iv, Gtg2n-1) iv — —~ Ctg(2Qn-1) iv. 


Wahrend fiir gerades n die Funktionen mit rein imaginirem Argument entweder reell oder rein 
imaginar sind, so werden sie fiir ungerades n und rein imaginares Argument komplex. 
° 
10. Verallgemeinerung auf nichtganze n. Die Frage, inwieweit alle diese Ergebnisse auch 
fiir nichtganze und fiir negative n giiltig bleiben, ausgenommen natiirlich die Formel!n (82) und 


(83), hat folgende Antwort. 


Wenn n eine positive rationale Zahl ist, namlich n=q/r, wo q und r teilerfremde positive 
ganze Zahlen sind, oder wenn n eine positive irrationale Zahl ist, so hat man drei Falle zu unter- 
scheiden: 

a) r ungerade, q gerade. Dann unterscheiden sich die Kurven (1) und (46) nicht wesentlich 
von ihrem bisher vorausgesetzten Verlauf fiir gerades ganzes n, und die bisherigen Formeln 
fiir gerades n kénnen iibernommen werden (auch wenn q/r <2 ist). 

b) r ungerade, q ungerade. Dann unterscheiden sich die Kurven (1) und (46) nicht wesentlich 
von ihrem Verlauf fiir ungerades ganzes n, und die bisherigen Formel!n fiir ungerades n kénnen 
iibernommen werden (auch wenn q/r <2 ist). Hierher gehért auch der triviale Fall n=1, der 
aut die lineare Funktion fihrt. 

c) r gerade. Dann sind die Kurven (1) und (46) nur fiir positive Werte von x und y definiert. 
also im Falle (1) zwischen den Punkten (1;0) und (0;1), im Falle (46) zwischen dem Punkte (1:0) 
und der Asymptote x=y. Die bisherigen Formeln kénnen insoweit ttbernommen werden, als 
sie im Bereich x> 0, y> 0. liegen. A 

d) Das gleiche wie im Falle c) gilt fiir irrationale Zahlen n. 


Fir n=0 und fir negative Zahlen n gelten unsere Ergebnisse offensichtlich nicht. Fir n=0 
gibt es keine Kurven (1) und (46), und fiir negative n lassen sich auf die bisherige Weise iiber- 
haupt keine endlichen Flacheninhalte definieren. 


11. Weitere Verallgemeinerungen. Man kann schlieBlich von einer viel allgemeineren Kurve 
durch den Punkt (1;0) ausgehen, von welcher man im wesentlichen nur voraussetzen muh, dab 
der vom Nullpunkt nach einem Kurvenpunkt (x, y) gezogene Fahrstrahl] eine eindeutige und 
stetige Funktion des Winkels ist, der von diesem Fahrstrahl und der positiven x-Achse gebildet 
wird. Wird diese Kurve durch die Gleichungen 


f(x.y)=1 oder aufgelist y=g(x) oder x=y(y) (84) 
dargestellt. die so oft als nétig differentiierbar sein sollen, so folgen aus dem doppelten Flachen- 


sektor v, der wie frither erklart sei, namlich 


Xs 


af : 
v= fo dy —ydx), 


sofort die Funktionen 


x 


v = ArC(x) = f txe'() —g(x)] dx, x=C(v), 


J 


of 
p= Ar sy) = flyo)—yv'ON dy. — y=S(). 


ert pe 


“Pf b 


ie 
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Sie gehorchen der Gleichung : 
f(C@), Sv))=1 , (86) 
und haben die Differentialformeln 
dC 1 ds 1 
= —— = 2a er 87 
dour (Cs dv. C= Sy'(S) CD 
Wegen . 
Cy eee fe jt a 
gp (C) = dx Rak und y(S) = dye ie 
folgt aus jeder der Formeln (87) die sehr allgemeine Formel [vgl. schon (7) und (52)] ~ 
; dS dC ete 
C do S$ Pics IZ (88) 
woraus man die ebenfalls sehr allgemeinen Formeln [vgl. schon (32) und (68)] 
dv S dv C : 
4-4. --4 | 9) 


herleitet. 


Ist insbesondere f(x,y) eine in x und y homogene Funktion vom Grade n (wobei n nicht not- | 
wendig eine ganze Zahl zu sein braucht), und sind f, und f, ihre partiellen Ableitungen, so findet 
man schlieBlich aus (87) mit Hilfe von vy’ =—f,/fy und y’=—fy,/fx sowie xfx+yf,=n die fol- 


genden Formeln: 


dC 1 Semel 
ae = — + 4,6, 5), einer nen ey 


in welchen die Differentialformeln (6) und (51) als Sonderfalle enthalten sind. 


Ein naheliegendes Beispiel liefern die Kurven 


Ei aPC aN aK? Pie ieee eR 9 bea BS 1 (91) 


Sie fihren mit n=2 auf die Kreis- und Hyperbelfunktionen, fiir n> 2 auf neue Funktionen, 


die nicht zur Familie der Cos(n) und Sin(n) gehéren, deren Reihenentwicklungen sich aber in | 


jedem Falle mit Hilfe der Formeln (90) herstellen lassen. 


(Eingegangen am 7. Marz 1947.) 
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Ein Néherungsverfahren zur Berechnung der laminaren Reibungsschicht 


mit Absaugung*. 
Von H. Schlichting in Braunschweig. 


. 1. Einleitung. Der Gedanke der Grenzschichtheeinflussung durch Absaugung ist so alt wie 

die Grenzschichttheorie selbst. Bereits in seiner grundlegenden Grenzschichtarbeit aus dem 
Jahr 1904 hat L. Prandtl! auf diese Méglichkeit als ein wirksames Mittel zur Verringerung des 
Widerstandes, insbesondere des Druckwiderstandes, hingewiesen und Strémungsbilder fiir den 
Kreiszylinder mit Absaugung angegeben. Spiter ist dann die Grenzschichtabsaugung sehr 
vielfach fiir die Steigerung des. Maximalauftriebes beim Tragfliigel angewendet worden®. In 
letzter Zeit hat die Grenzschichtabsaugung aber auch fiir das Widerstandsproblem wieder eine 
gewisse Bedeutung gewonnen. Wie Versuche von Ackeret® gezeigt haben, besteht die Méglich- 
keit, den Reibungswiderstand eines umstrémten Kérpers zu vermindern durch Laminarhaltung 
der Grenzschicht durch Absaugung. Durch Absaugung der Grenzschicht kann unter Umstanden 
die laminare Laufstrecke wesentlich vergréfert werden und dadurch der gesamte Reibungs- 
widerstand erheblich vermindert werden. 

Es erscheint deshalb angebracht, ein Rechenverfahren zu besitzen, welches es gestattet, den 
Verlauf der laminaren Grenzschicht an einem umstrémten Korper zu verfolgen bei beliebiger 
Gestalt des Kérpers und beliebiger Verteilung der Absaugegeschwindigkeit langs der Korper- 
kontur. Eine exakte Berechnung der Grenzschicht mit Absaugung aus den Grenzschichtdiffe- 
rentialgleichungen sté8t ebenso wie beim Fall der undurchlassigen Wand auf uniiberwindliche 
rechnerische Schwierigkeiten. Wir wollen deshalb ein Naherungsverfahren entwickeln, welches 
sich an die bekannten Naherungsverfahren fiir die laminare Grenzschicht bei undurchlassiger 
Wand anschlieBt. Zur Theorie der Grenzschicht mit Absaugung liegen bisher einige Einzel- 
lésungen vor. So wurde von H. Schlichting*,® die langsangestrémte ebene Platte mit homogener 
Absaugung untersucht. Dabei ergibt sich in groBem Abstand von der Plattenvorderkante eine 
konstante Grenzschichtdicke und ein 
,asymptotische Asbsaugeprofil*, welches 
sich mit der Lauflange nicht mehr andert. 
Ferner wurde von H. Schlichting und 
K. BuBmann® die ebene Staupunktstri- 
mung mit homogener Absaugung sowie 
die lJangsangestrémte Platte mit einer 


Absaugegeschwindigkeit vv, (x) ~ 1/J/ x ty 
untersucht (x= Abstand von der Platten- , ———>— 
vorderkante). In allen Fallen ergab sich 

eine starke Abhangigkeit der Geschwin- 
digkeitsverteilung und der iibrigen Grenz- Abb, 1. Erlauterungsskizze fiir die Grenzschicht mit Absaugung 
schichtgré8en von dem Mengenbeiwert Bete PeMebiber oenlors. 

der Absaugung. 


2. Die Grenzschichtgleichungen mit Absaugung. Wir betrachten im folgenden das ebene 
Problem, also die Grenzschicht an einem umstriémten zylindrischen Kérper (Abb. 1). Es seien 
x, y die Koordinaten langs der Wand bzw. senkrecht zur Wand, U, die Anstrémungsgeschwindig- 


* Auszugsweise vorgetragen auf der GAMM-Sitzung in Géttingen am 4. Februar 1945, anlaBlich des 
70. Geburtstages von Professor Prandtl. a 

1 L. Prandil, Uber Flissigkeitsbewegung mit sehr kleiner Reibung. Verhdlg. HI. Internat. Math. KongteB 
“Heidelberg 1904; wieder abgedruckt in ,,Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik*. Gét- 
tingen 1927. 

2 QO, Schrenk, Luftfahrtforschung 21 (1935) S. 16. 

3 J. Ackeret, M. Ras, W. Pfenninger, Naturwissenschaften, 29 (1941) S, 622. 

4 H. Schlichting, Luftfahrtforschung 19 (1942) S. 179. 

5 H. Schlichting, Luftfahrtforschung 19 (1942) 5. 293. ; fe 

6 H, Schlichting und K. Bufmann, Schriften der Deutschen Akademie der Luftfahrtforschung. 7B (1943), 
Heft 2. 
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keit und U(x) die Potentialstrémung auferhalb der Reibungsschicht. Es sei ferner u(x,y), v(x, y) 
die Geschwindigkeitsverteilung in der Reibungsschicht. Das Absaugen und Ausblasen wird 
dadurch in die Rechnung eingefiihrt, da® langs der Wand eine von Null verschiedene und im 
allgemeinen mit x verinderliche Normalgeschwindigkeit v9(x) vorgegeben ist: 
vo(x) > 0: Ausblasen; v¢(x) < 0: Absaugen . 

Dabei kann angenommen werden, da v9/Up sehr klein ist (0,01 bis 0,0001). Wir wollen nur den 
Fall kontinuierlicher Absaugung betrachten, wo v,(x) eine stetige Funktion von x ist. Man 
kann sich diesen Fall durch eine porése Wand verwirklicht denken. Die Tangentialgeschwindig- 
keit an der Wand soll in jedem Falle gleich Null sein. Die Grenzschichtdifferential gleichungen 
mit Randbedingungen Jauten dann fiir den stationaren Fall 


ln du dU , 07 u 
eG ih to ede Gage (1) 
BAC a otis OF | 
0x dy 
¥ = 02 0=0,U=05(%) | (2) 
VOU = U(x) 


Das Gleichungssystem (1), (2) unterscheidet sich von der gewéhnlichen Grenzschichttheorie 
lediglich dadurch, da die eine Randbedingung bei y =0 abgeandert ist von v=0 auf v=v,(x) + 0. 

Eine spezielle Lésung der Gleichungen (1), (2), die grundlegend ist fiir die Theorie der Grenz- 
schicht mit Absaugung, und die auch im folgenden wieder verwendet wird, ist diejenige fiir die 
langsangestrémte ebene Platte mit homogener Absaugung, also vo(x)=vg=konst. < 0, und 
U(x)=U,. In diesem Fall! wird in einiger Entfernung von der Plattenvorderkante die Grenz- 
schichtdicke konstant und die Geschwindigkeitsverteilung unabhangig von x. Wegen du/dx— 0 
und gv/dy =0 ergibt sich fiir diesen Fall aus (1), (2) 


u(x, y)=u(y)=U, (1 Sige =U,(1—e?!") , | (3) 


v (x,y) =v,)=konst 
mit 
y 


63- (1) 


als Verdrangungsdicke dieser asymptotischen Lésung. Die Wandschubspannung fiir diese Lé- 
sung: 


Too = (35-),= — 0 U4 v5 : (4a) 
ist unabhangig von der Zahigkeit. 

Um die Grenzschichtdifferentialgleichungen (1), (2) fiir den allgemeinen Fall zu lésen, wo die 
Kérperkontur und somit U(x) und auBerdem v,(x) beliebig vorgegeben sind, kénnte man daran 
denken, in gleicher Weise wie bei undurchlassiger Wand? die Geschwindigkeitsverteilung vom 
Staupunkt aus in eine Reihe nach x zu entwickeln, wobei die Koeffizienten dieser Reihe von y 
abhangige Funktionen sind, fiir welche sich gewéhnliche Differentialgleichungen ergeben. Dieses 
Verfahren fiihrt fiir. schlanke Koérperformen jedoch auf erhebliche Konvergenzschwierigkeiten 
und kommt deshalb fiir praktische Zwecke nicht in Frage. 


3. Das allgemeine Niherungsverfahren. a) Der Ansatz fiir die Geschwindigkeitsver- 
teilung. Wir verwenden deshalb ein Naherungsverfahren, welches statt mit den Differential- 
gleichungen mit dem Impulssatz arbeitet, welcher durch eine Integration aus diesen Differential- 
gleichungen erhalten wird. Durch Integration der Gleichungen (1), (2) ther y zwischen den 
Grenzen y=0 und y= co erhalt man in bekannter Weise*: 


dU 


eae t\ TT To 
OP i Oe) Oe a (5) 


' H. Schlichting, Luftfahrtforschung 19 (1942), S. 179. 
2 FH. Blasius, Z. Math. Phys. 56 (1908), S. 1. ; ; 
* L. Prandtl, The mechanics of viscous fluids. Durand, Aerodynamic Theory, Bd. III. Berlin 1935. 
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Dabei bedeutet & die Impulsverlustdicke, 6* die Verdrangungsdicke und T= Hl an ) die Wand- 
0 


dy 
schubspannung!. Das hier einzuschlagende Naherungsverfahren fiir die Berechnung der Grenz- 


schicht arbeitet in der Weise, daB fiir die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht u(x, y), 
welche in Gleichung (5) in #, 6* und Tt, enthalten ist, ein plausibler Ansatz gemacht wird. Damit 
ergibt sich dann aus (5) eine gewohnliche Differentialgleichung fiir (x), und nachdem diese gelést 
ist, erhalt man auch die iibrigen Kenngréfen der Grenzschicht 6*(«), T(x) und die Geschwindig- 
keitsverteilung u(x,y) in der Grenzschicht. Die Brauchbarkeit dieses Naherungsverfahrens ist 
weitgehend davon abhangig, ob es gelingt. fiir u(x, y) einen Ansatz durch geeignete Funktionen 
_ zu finden. 

Von Pohlhausen® wurde dieses Verfahren zuerst fiir die Grenzschicht mit undurchlassiger 
Wand durchgefiihrt. Dabei werden die Geschwindigkeitsprofile in der Grenzschicht durch eine 
eimparametrige Schar angenahert und die Naherungsfunktion fiir die Geschwindigkeitsverteilung 
wird als Polynom vierten Grades angesetzt. Die Koeffizienten dieses Polynoms werden bestimmt, 
indem man fiir die Geschwindigkeitsprofile einige Randbedingungen erfiillt, welche sich aus den 
Grenzschichtdifferentialgleichungen ergeben. Dieses Verfahren hat sich fiir die Grenzschicht 
ohne Absaugung gut bewahrt. 

Fiir die Grenzschicht mit Absaugung verfahren wir deshalb in gleicher Weise. Fiir die Ge- 
schwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht wahlen wir den einparametrigen Ansatz 


PRE MPERGS 1 4%y : 


_Dabei sind F,(7) und F(7) fest vorgegebene Funktionen, die sogleich explizit aufgeschrieben 
werden; K= K(x) ist ein Formparameter der Grenzschichtprofile, dessen Verteilung lings der 
Lauflange abhangig ist von der Kérperform und dem Absaugegesetz; 6,(x) ist ein MaB fiir dic 
értliche Grenzschichtdicke. Der Zusammenhang von 6, mit 6* und # wird spiter angegeben. 
Es hat sich als zweckmaBig erwiesen, fiir die Funktionen F(7) und F,(7) andere Ansatze zu 
wahlen als bei Pohlhausen fiir die undurchlassige Wand. Fiir das Geschwindigkeits profil schreiben 
wir die folgenden fiinf Randbedingungen vor, welche simtlich aus den Differentialgleichungen 


der Grenzschicht mit Absaugung (1), (2) folgen: 
du _ dU 


0 
ae . =‘) 7 4 i) ! 
Vien) Ei tbea— lp Vo a U a See (7a, b) 
Ei LN a Sate fy aie ra (ecdae) 
BASES Ole Tare + ay Sant) ay? ae AS YO c, a, 


Die Auswahl von F,(7) und F (7) soll nach dem Gesichtspunkt geschehen, da einige typische 
Sonderfalle von Geschwindigkeitsprofilen der Grenzschicht mit Absaugung durch (6) méglichst 
gut dargestellt werden. Insbesondere wollen wir verlangen, daB das ,,asymptotische Absauge- 
profil’* (3) im Ansatz (6) enthalten ist. Dieses ist erfiillt, wenn wir setzen 


Elen! : (8) 


Ses 


und dem asymptotischen Absaugeprofil die Werte K=0 und 0, zuordnen. Ferner soll der 
Ansatz (6) naturgema® auch noch im Grenzfall verschwindender Absaugung brauchbare Er- 
gebnisse liefern. Zu diesem Zweck fordern wir, daf ein typisches Grenzschichtprofil ohne Ab- 
saugung gut dargestellt wird. Als dieses wahlen wir die Plattenstrémung bei undurchlassiger 
Wand nach Blasius?. Da fiir die exakte Lésung dieses Falles keine bequeme analytische Forme] 
vorhanden ist. braucht man eine Naherungsformel fiir das Blasiussche Plattenprofil. Es zeigt 
sich, da® die Funktion u/U,=sin (a7) das Blasiusprofil sehr gut annahert (a= Konstante)*. 
Wir setzen demnach ; 


0 <8: F,(n)=F,—sin(F 7), | 6 
V= 32 (=f 1— =e. | 


: co : co* 
1 Es ist UP?6 = fu(U—u)dy; d*U= f (U—u) dy. 


-=0 y=0 
paises Polihouser. Z. angew. Math. Mech. 1 (1921), 5S. 252. 
3 H. Blasius, Z. Math. Phys. 56 (1908), 5S. 1. 
4 Daf die Sinusfunktion eine gute Naherung fiir die Geschwindigkeitsverteilung an der ebenen Platte 
ohne Absaugung ist. ergab sich aus einer Untersuchung von Herrn Iglisch. 
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und erhalten dann mit K=—1 eine gute Anniherung fiir die Plattenstrémung ohne Absaugung. 
Der zugehorige Wert von 6, wird spiter angegeben. Die Funktionen F,(j) und F (7) sind in 
Abb. 2 angegeben. Somit haben wir fir die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht 
den Ansatz 


se hae 
0<n<3: 7 =1-e-" + K[1—e-"—sin(7-n)], | ans 
y= 3:47 =1-(K+])e". 


Durch die Wahl der Funktionen F’, und Fy sind die Randbedingungen (7a, c,d,e) von selbst 
erfillt. Die letzte Randbedingung (7b) ergibt wegen 

Bae) ee ne ey ll 
car Mee pales (11) 


Q dy oy 


Abb. 2. Die Funktionen F, und I’, fiir die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht, vel. (9). 


die folgende Bestimmungsgleichung fiir K: 


ee 14 K(1 S\\=u, U9 55 (1+ K) 


6 


und hieraus mit 


6,2 U’ — 0 
ee a und ‘Ay = a : (12, 13) 
fir K den Wert 
ay Maree Da 
Pea et : 14, 
1—A, (1) ina 


Die GréBen A und A, sind zwei dimensionslose Grenzschichtparameter. Eine zu 2 analoge GréBe 
wurde auch schon bei Pohlhausen fiir die Grenzschicht ohne Absaugung benutzt; 4, kommt 
durch die Absaugung neu hinzu. Fiir das asymptotische Absaugeprofil mit 6,—06* ist nach (4) 
und (13) A,=1. Der Formparameter K in Abhangigkeit von A und A, ist in Abb. 3 dargestellt. 


b) Die Differentialgleichung fiir die Impulsdicke. Um mit den Ansatzen (6), 
(8) und (9) aus (5) die Differentialgleichung fiir die Impulsdicke zu erhalten, sind zunachst die 
Beziehungen zwischen ?, 6* und 6, aufzustellen. Fiir die Verdrangungsdicke ergibt sich 


oO (ee) 
5* : 
5 ~ [0-Pidy-K[Fyan. (15) 
n=0 0 
Die Ausrechnung der Integrale ergibt 
tee Mi BAR 
3 He (Kat (2— = (16) 


Fir die Impulsdicke erhalt man: 


oO 7 oy ta e | 
 finikmanKmya 


0 


- 


C, = [(F,—2F, F,) dn=—14 0,06656 
| J ae s 314(4/  ° ; (18a, b, c) 
oer eh ies s. 
C= —[F,2dy=—3+ — — yy = — 0,02358, 
0 ; 1+ (4) 
% 
\ 
\\ 
\AAAN 
A 
-12@ 10 —08 —0Q6.-04 —G2 
Abb. 3. Der Formparameter K des Geschwindigkeitsprofiles in Abhiingigkeit von /, 24, nach (14). 
also ie : 
© <g(K)= 4 +0,06656 K—0,02358 K?. (17a) 
1 


7 . - ’ . 
Fiir den spater gebrauchten Formparameter der Grenzschichtprofile 6*/) erhalt man somit 


f ae 
ie Ikea) 1 —0,09014.K (19) 
PO 4+G, KG, K? ++ 0,06656 K—0,02358 K? 
Ferner merken wir noch an nach (11) und (17) 

tT O I 
2 =8[1+K(i-§)|-s(K). (20) 
Um nun aus (5) eine Differentialgleichung fiir #(«) herzuleiten, schreiben wir (5) in der Form 

| Ud dd d*) US yd % 8 | 
Benson se 2 ne) eee EY ea po AUS pe pee 

” ON de . (2 3 ) » v Menta: (21) 
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Ferner fiihren wir nach Holstein und Bohlen’ ein 


Ue? 
Bok sce) g? 
V 
und r 
OO) aN mets 
a 117 — My & 
Mit i 
vp 
gilt dann 2a 
$ Zi 
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A=A(H, %1) 
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Abb. 4. Die Parameter 7 und 2, im Abhingigkeit von z% und x,. nach (31). 
* 
Mit (22) bis (25) sowie (20) geht die Differentialgleichung (21) tiber in 
6 
ia OOPS 
Dee Zim | a ( | 
5 U Ets E SMCS x +x, =f(K). 
Setzen wir noch zur Abkiirzung 
Leek (2 i | 
‘ G (60574) = Daf = 2 2 Ne gras 
(a) = 2f 2x [2+ oe 


so wird die Differentialgleichung fiir Z(x) 


dZ a G(x, #4) 
deen 


Z 
v 


mit -%=Z, U0; ind 1i4,=— 0, \/ 
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(22) 


(23) 


(24) 


(25 \en 


(27) 


(28) 


Wenn die Funktion G(x,x,) bekannt ist, so kann aus dieser Gleichung die Integralkurve Z(x) 


nach dem Jsoklinenverfahren berechnet werden. 


1 H. Holstein und T. Bohlen, Ein vereinfachtes Verfahren zur Berechnung laminarer Reibungsschichten, 


die dem Ansatz von K, Pohlhausen geniigen. Lilienthal-Gesellschaft, Bericht S. 10 (1042). S. 5. 
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Fir die praktische Durchfiihrung der Rechnung ist es noch zweckmabig, dimensionslose 
GréBen einzufiihren. Wir bilden diese mit der Anstrémgeschwindigkeit U, und einer’ Bezugs- 
lange / (z. B. Fliigeltiefe). Demnach setzen wir 

7x — Zur ghee. =to(x") y" =f, (x*). (29) 
l 1 U, Y 


Dann wird aus (28) 


dZ* = G(x, x) SS ete cae Ae ee et ea 4 foe 
ads® > Ulu, Mit. vf a ee und %,=f,(x*) /Z* . (30) 


Fir die Berechnung der Funktion G(x,x,) gilt folgendes: Zunichst erhalt man ~ und x, 
in Abhangigkeit von 2 und /, aus (22) und (23), wenn man den Zusammenhang zwischen K 
und A, A, nach (14) beachtet: 


| (31) 


7 i T “T en ie =) 
> 
—= alte L a _| 
Ee | | iL 


4 
+ 
+ 
4- 
ts 
——— 


| 
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SN 


Sea 
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bk \~G0682 tur alle #7) '30709 Staupunkt 
| Ab/ésungspunkt |i0hne Absaugung | 
ibseniit fe 
-008 -007 -006 005 —qo¥ i 
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| 
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Abb. 5. Diagramm zur Lésung der Differentialgleichung fiir die Impulsdicke: G(z,%,) nach (30). 


t 


Aus (27) und (31) folgt 


yG=g{1+K(1-7) = 24g an K (2 ] h| g F(A, A) (32) 
mit 4 oe 
F(a,A,)=14+K (1-7) —24¢ a1 °K (2. =) |-A (33) 


Hiernach kann G zuniachst als Funktion von 4, 4, und wegen (31) sodann auch in Abhangigkeit 
von x, x, berechnet werden. 

Die Funktionen x (/,/,) und ~,(A,4,) sind in Abb. 4 dargestellt. Die hieraus ermittelte 
Funktion G(x, 1) ist in Abb. 5 und Tabelle 1 angegeben. 


c) Staupunkt und Ablésungspunkt. Besondere Betrachtungen erfordert das Ver- 
halten der Differentialgleichung (28) im Staupunkt, wo U=0 ist. Damit in diesem Punkt die 
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Anfangsneigung der Integralkurve (dZ/dx)) einen endlichen Wert hat, muf G(%,2¢,) =0: sein. 
Dies gibt die zusammengehdrigen Anfangswerte %, %j9. Da die Funktion g(K) fir die in Frage 
kommenden Werte von K keine Nullstelle hat, kommt die Bestimmung von %», %,) nach (32) 
hinaus auf die Nullstellen von F(A,4,)=0. Die sich hieraus ergebenden Anfangswerte im Stau- 
punkt 4 , Ay sind in Tabelle 2 angegeben, desgleichen die dazu nach (31) berechneten Anfangs- 
werte %, %49. Zu jedem Wertepaar %p, 1) gehdrt ein Mengenbeiwert der Absaugung, der sich aus 
Oo2U',/v =x und —vo(0) Oo/vy=%y9 ergibt zu 


sto ptaaine: Ca (34) 
Us» Vo ; 3 
In Abb. 6 sind die Anfangswerte %) und 4) ttber dem értlichen Mengenbeiwert im Staupunkt 
aufgetragen. Zu x, erhalt man den Anfangswert Z) durch ; 
*o 
Z) oe (35) 
hx bo 
Zwischen der Verteilungsfunktion der Ab- 
saugung f,(x) nach (29) und Cy besteht fol- 
gender Zusammenhang: Es ist Uj;=K,U,/l. 
wo K, eine Profilkonstante ist. Somit ist 


|Ujv=U, |/K,»/U, 1 und nach (34) 


amt Unt il 
C= —BOrY/e ee et ae 


G8} G08} 7, eee 2 


mt V Ras Re 


Die Ermittlung der Anfangswerte der Integral- 
kurve geht also folgendermafBen vor sich: Zu 
dem gegebenen Anfangswert der Absauge- 
geschwindigkeit im Staupunkt f,(0) wird zu- 
nachst Cy) nach (36) ermittelt. Aus Abb. 6 
_erhalt man hierzu die Anfangswerte %) und 
%y, und nach (35) den Anfangswert Z) der 
Integralkurve. Falls die Absaugung nicht im 
Staupunkt beginnt, sondern weiter strom- 


Abb. 6. Die Anfangswerte der Grenzschicht im Staupunkt fe . ‘ 
bei verschiedenen Absaugemengen. abwarts, so 1st C,=—6, %49=90 und nach Abb. 6 


%9= 0,0709 , Z,= 0,0709/U; . 


Der Ablésungspunkt ist dadurch definiert, da in ihm die Wandschubspannung gleich Null 
ist. Dies gibt nach (11) fiir K den Wert K=—6(6—2)=—2,099. Fiir das asymptotische Ab- 
saugeprofil ist K=0, und gleichzeitig ist dies der gréBtmégliche Wert von K. Zu K=—2,099 
gehért der Wert 4=[x/(6—z)] =—1,099 fiir alle A, und x»=—0,0721 fiir alle x,. Wollte man 
jedoch die Grenzschichtrechnung bis zu diesem Punkt durchfiihren, so ergiben sich im letzten 
Teil kurz vor diesem Punkt gewisse Schwierigkeiten, da dort die Zuordnung von x zu A nicht 
eindeutig ist (vgl. Abb. 4). Auch ist die Funktion G(x,x,) tiber x kurz vor diesem Punkt nicht 
eindeutig. Es ist deshalb zweckmaBig, als Ablésungspunkt, wo die Grenzschichtrechnung auf- 
zuhéren hat, einen etwas weiter stromaufwarts gelegenen Punkt zu wahlen. Ein solcher Punkt 
ergibt sich, wenn man den x%-Wert eines exakten Abliésungsprofiles nach Hartree! wahlt. Fiir 
dieses ist 


eo dU 
ps this 


Ablisung: 4 = ( ) , =—0,0682 . (37) 
Wir definieren diesen Punkt als Ablésungspunkt unserer Grenzschichtrechnung fiir alle Mengen- 
beiwerte der Absaugung. Die nebenstehende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die Werte von ? 
und 6* im Ablésungspunkt fiir vier verschiedene Rechenverfahren. Dabei sind zum Vergleich 
auch noch die Werte fiir ein anderes exaktes Absaugeprofil nach Howarth?) angegeben. 


+ D. R. Hartree, Cambridge Phil. Soc., Vol. 33 (1937), S. 223. 
* L. Howarth, Proc. Soc. London A Nr. 919, Vol. 164 (1938) S. 547. 
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Fall | | Stony | U'=as —— 
Neues Verfahren (—0,0721) (—1.55) | (4,64) 
* Poltkousen =) i) |S SLOABET yo) Mbaed,92". |||) 1) 3800) 
exakt, Hartree —(),0682 —1,22 4,03 
-exakt, Howarth | —-0,0841 225 3,84 


Die hiermit etwas willkiirlich vorgenommene Wahl des Ablésungspunktes kann jedoch unbedenk- 
lich hingenommen werden, da die Naherungsverfahren fiir die Grenzschichtrechnung im Gebiet 
des Druckanstieges bekanntlich immer etwas unsicher sind, und hier nur eine iiberschlagliche 
Ermittlung der Grenzschichtparameter, aber keine genaue Berechnung méglich ist. Aus dem 
gleichen Grunde kann auch hingenommen werden, daf im vorliegenden Fall kurz vor dem Ab- 
lésungspunkt die Geschwindigkeitsverteilung u/U teilweise Werte annimmt, die um ein Geringes 
eréBer als 1 sind. 


d) Durchfiihrung der Rechnung fiir den allgemeinen Fall. Mit dem vorstehend 
angegebenen Formelsystem kann die Berechnung der Grenzschicht fiir eine beliebig vorgegebene 
Kérperform und eine beliebige Verteilung der Absaugegeschwindigkeit folgenderma®en aus- 
gefiihrt werden: Zur Verteilung der Absaugegeschwindigkeit —v (x) gehért die reduzierte Ab- 
saugeverteilungsfunktion f,(**) nach (29). Beginnt die Absaugung im Staupunkt, so bestimmt 
man die Anfangswerte C, x9, %19 und Zy wie in Ziff. 3c) angegeben. Mit diesen Anfangswerten 
kann jetzt die Differentialgleichung (30) graphisch integriert werden mit Hilfe des Diagrammes 
in Abb. 5. Die Rechnung wird durchgefiihrt bis zur Stelle, wo x den Wert x4= —0,0682 erreicht. 
Diese Integration liefert unmittelbar Z*, x, x, als Funktion von x*. Dabei ist V2Z* =d/1)/ U, Ip. 
Die tibrigen Grenzschichtparameter ergeben sich dann folgendermaBen: Mit Hilfe von Abb. 4 
erhadlt man zu x und x, die Parameter A und /,, und zu diesen aus Abb. 3 den Parameter K. 


Zu K erhalt man nach (19) den Formparameter 6*/? und somit auch 6*/l | Uyl/v=6*/0 VZ*. 
Aus (20) erhalt man dann auch die Wandschubspannung T,) zu 


T) vl _ f(K) 
wU be a |Z" ; 38) 
Fiir die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht braucht man noch den Parameter 6,. 
Nach (6) und (7) gilt ges 
5 Uy! g(K) 
n= $= Fak) Fe (39) 


SchlieBlich erhalt man noch den Mengenbeiwert der Absaugung aus 
l 


Q=bf v(x) dx=—coU,b1 
x=0 


und den reduzierten Mengenbeiwert ; 
Uy! 
Ca co ye ; (40) 


* 
*H 


& =S fi(x*) dx*, oa Tek 


x*—=0 


Dabei ist 


wo x}; die Hinterkante bedeutet. Beispiele solcher Grenzschichtrechnungen werden in Ziff. 4 
angegeben. 


4, Beispiele. In diesem Abschnitt sol] mit unserem Formelsystem eine Reihe von Beispielen 
behandelt werden. Zunachst sollen einige bekannte Falle ohne Absaugung nachgerechnet werden, 
um an diesen zu zeigen, da unsere Methode befriedigende Ergebnisse liefert. 

a) Die langsangestrémte ebene Platte und die Staupunktstrémung ohne Ab- 
saugung. Fir simtliche Falle ohne Absaugung ist v(x) = 0, und somit 4, =0,%,=0. Nach 
(14) ist dann K=A—1, und nach (17) 


we = g (2) =, +.0,06656 (2-1) —0,02358 (A—1)?. (42) 


© Save 
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Die Differentialgleichung (28) fiir die Impulsdicke wird 


AVAUMRCA( eehat Sete > 
aa aa a = LT, i) 
Dabei ist nach (32) und (33) 
G=2¢(2) F(A) (44) 
mit F(a)=—2C, 48+ (2C,—2 + 2 #4(1-2 —Z)ats. (45) 
Ferner ist nach (31) 
=gth=4[>+O,A-) +G (4-1) . (46) 


Die nach (42), (44), (45) und (46) berechneten Werte von ~ und G sind in Tabelle 1 (fiir ~,=0) 


angegeben. 


a) Die langsangestrémte ebene Platte. Die Grenzschicht an der langsangestrémten 
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Abb. 7. Vergleich der Geschwindigkeitsverteilungen nach der Naherungs- 
rechnung mit der exakten Rechnung, a) Langsangestrémte ebene 
Platte, exakte Rechnung nach Blasius, Naherungsrechnung nach (51). 
b) Exakte Rechnung nach Hiemenz, Naherungsrechnung nach (55), 


Dabei ist 7=y/6, und 0,= 5 el ae eS =1,598 


Platte ohne Absaugung (Blasius') erhalt 
man mit U=U, fiir A=x=0. Dann wird 
nach (42) bis (45) 


6 5 
F(0,0) = 7 s (47) 


G (0,0) =2—F = 0,4292 . 


Mit dem Anfangswert Z,=0 bei x=0 er- 
gibt die Integration von (43) 


We |e — te 0.055 |/ 7°. (48) 


a—2 
Weiter ergibt sich aus (19) 6*/0=2 a 


=2,66, und somit die Miakenma tus cyt 


Ot = (x 2/2. ae 1,742|/2* . (49) 


Der Beiwert des gesamten Reibungswider- 
standes der Platte der Breite b und 
der Lange | bei einseitiger Benetzung 


c= Wr/<U,? bl wird wegen ory H/l 


oy = /8— cr | ae = 1310/45 ut: (30) 


0 


SchlieBlich ist die Geschwindigkeitsver- 


teilung nach (10) 
war Oi 3 w= Osim ( ") ; (51) 
Niza on Ula 


lvx 


ee In Abb. 7a ist die Geschwindigkeits- 


verteilung mit der exakten rote von Blase verglichen; die Ubereinstimmung ist sehr gut. 
Ferner sind in nebenstehender Tabelle die Kenngré8en der Grenzschicht nach ae vorliegenden 
Naherungsrechnung verglichen mit den Werten der exakten Lisung von Blasius und der bekann- 
ten Naherung von K. Pohlhausen. Die Ubereinstimmung unseres neuen Naherungsverfahrens 


1 Siehe FuBnote 2. Seite 202. 
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mit der exakten Rechnung ist fiir alle Grenzschichtparameter sehr 


etwas besser als fiir die Pohlhausen-Naherung. 


Beiwerte der Grenzschicht an der léingsangestrémten ebenen Platte ohne Absaugung. 


Oh 


Rechenverfahren | O* 

yp x 
Neues Verfahren | 13742 
Pohlhausen | 1,750 
exakt, Blasius e921 


yx 
0,655 
0,685 
0,664 


p\/% 


O* 
<a: 
2,66 
2,55 
2,99 


gut, in den meisten Fallen 


. 


B) Die ebene Staupunktstrémung. Fiir diesen Fall ist die Geschwindigkeit der Po- 
tentialstrémung U(x)=u,x. Samtliche GrenzschichtgréBen sind jetzt unabhangig von der Lauf- 
lange x. Der Anfangswert von Z wird aus (43) erhalten fiir G(x))=0. Dies erfordert F(A,)=0. 
Aus (45) findet._man als Nullstelle von F(A) den Wert 1)=0,3547. Die zugehérigen Werte von K 
und x sind nach (46) Ky=—0,6453 und x)=0,709. Ferner ist nach (42) g(A,)=0,447. Damit 
wird fiir die ebene Staupunktstrémung die Impulsdicke 


Aus (19) ergibt sich 6*/0=2,37 und damit 


6* =2,37 x /= 2 0,630 |/ * 


(52) 


(53) 


Ferner ist nach (42) 6,=0,595 \>juy Damit ergibt sich fiir die Wandschubspannung aus (11) 


TG v 


BUY) uy 


= Li IKop}. 


Die Geschwindigkeitsverteilung ergibt sich aus (10) zu 


07983: 


u 
U 


* 


eet. =] 


—0,3547 e-" . 


= 0,3547 (1—e-”) + 0,6453 sin (+ n) 2 | 


(54) 


(55) 


Dabei ist 7=y/0,=1,68 y |/u,/y. In Abb. 7b ist die Geschwindigkeitsverteilung nach (55) mit 
der exakten Lésung von Hiemenz! verglichen; auch hier ist die Ubereinstimmung hefriedigend. 
Ferner sind in nebenstehender Tabelle die Kenngréfen der Grenzschicht nach der vorliegenden 
Rechnung verglichen mit der exakten Lésung von Hiemenz und mit der Naherungsrechnung 
von Pohlhausen. Die Ubereinstimmung des neuen Verfahrens mit der exakten Lésung ist in 
diesem Fall etwas schlechter als bei der ebenen Platte, und auch nicht ganz so gut wie der Nahe- 
rung von Pohlhausen. Doch liefert das neue Verfahren auch in diesem Fall sehr brauchbare Werte. 


Beiwerte der Grenzschicht der ebenen Staupunktstrémung ohne Absaugung. 


: oe 
Rechenverfahren | Oo 2 é* je | eke 
| v v 77) 
Neues Verfahren | . 0,266 0,630 | 2.37 
Pohlhausen | 0,278 0,641 | Peedi 
exakt, Hiemenz | OO 0,648 221 


b) Die langsangestrémte ebene Platte mit homogener Absaugung. Als erstes 
Beispiel einer Grenzschicht mit Absaugung mige der Fall der langsangestrémten ebenen Platte 
mit homogener Absaugung behandelt werden. Dabei soll die Absaugung an der Plattenvorder- 
kante beginnen. Dieser Fall wurde von uns mit einer anderen Naherungsmethode schon frither? | 
behandelt: doch sind die nachstehenden Ergebnisse wesentlich genauer als jene friitheren. 


2 Siehe FuBnote 6, Seite 201. 


1 K. Hiemenz, Ding]. Polytechn. Journ. 326 (1911), S. 321. 


a : ae : 
ae es i rad 


Oa Ae Bic eae eee el 


Pe ree 
Sls Se nce 


tA 


eS Ses 


ire 


= = 


2 


fa ree 


MESS VP 


>. 


eae SS ee 


i Ee RS 


i ai Sten 


ce = 


ie Geant 


212 Schlichting: Ein Naherungsverfahren zur Berechnung der laminaren Reibungsschicht. _ Ingenieur-Archiv 
: : 


In diesem Fallist in groBem Abstand von der Plattenvorderkante die Granmanioht unabhangig 


von x und gomit sind alle Grenzschichtparameter konstant. Die zugehérige asymptotische Lé-— 


sung wurde bereits in (3), (4), (4a) angegeben. Es gilt hierfiir 
‘ ) De I 
b= aa Ge = 2s Too = 0 Un ty, K=0, 6 =6",, M=1, a=zZ- (56) 
Wir berechnen jetzt den Anlauf, d.h, das Anwachsen der Grenzschicht vom Wert Null an 
der Plattenvorderkante auf den angegebenen asymptotischen Wert. In unserem Foe ec 
ist fiir den Anlauf zu setzen 1=0,x=0. Damit wird nach (14) 


pe | 
Mice ; CA 
mit der Abkiirzung 
| c=l1— * =0,4764 (58) 
und nach (17) } : 
a Pa Po +PiArt+ Ps A? : 3 
Epi ee (59) 
mit 
: 6 12 Lay 
po=——> + = = 0,40986 , p32 — = — 2 G =0,06656, | 
(60) 
2 
pee ! > (1s Z\ +5 C= 0,5819 ; 
Ferner ist nach (16) 
o* 6 It 
Eres Bo: (— B+ — + =). (61) 
Die Wandschubspannung wird nach (11) und (13) 
wees 70 Get hah 9 See : 
Laer yaar Co oe eden | 02) 


Die Differentialgleichung (28) nimmt im vorliegenden Fall die Form an 


dZ  G(0,% 4 Ze ° 
—— oe 1) Mit: 4,= —Up \/< und v,) = konst. < 0. . (63) 
Fir die Integration dieser Differentialgleichung braucht man den expliziten Ausdruck fiir G(0, ,). 
Nach (32) und (33) ist ) * 
-ch, 


Ay) =2g(1 a) Tee 


Es ist also G(0,%,)=0 fiir A; =1. Somit ist Se =1 eine Lésung der Impulsgleichung; sie entspricht 
der asymptotischen Losane Der Anfangswert an der Plattenvorderkante ist A,=0. Im Anlauf 
lauft somit A, von 0 bis +1. 


Fiihrt man als dimensionslose Lauflainge ein 


Uy x 2 
aye 
| poses. 6s 
so laBt sich die Differentialgleichung (63) schreiben in der Form 
oo) =G(x,) ; Anfangswert €=0,%,=0. (66) 


Der Zusammenhang zwischen x, und A, ist gegeben durch 


Hy =A, g(Ay) - (67) 
mit g(A,) nach (59). ; 

Die Differentialgleichung (66) kann nach dem Isoklinenverfahren gelést werden. lm vorliegen- 
den Fall gelingt jedoch auch eine analy Heche Lésung, welcher wir den Vorzug geben. Aus eo 


folgt zunichst 
dx, di, 
BiraeatE 


= (v4). (68) 


a 
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Hier kénnen am besten alle Groéfen durch A, ausgedriickt werden, so da® sich eine Differential- 


gleichung fiir 2,(&) ergibt. Mit dx,/dd, nach (67) erhilt man aus (68) nach Division durch 22, 
da dieses im Bereich 0 < A, <1 nicht verschwindet, 


dg\ di i — CA 
| Ay (g + Ay se dé = (1—)) ary wa Anfangswert: €=0:7,=0. (69) 
Wegen g(0,0) = Po =6/n —3/2 erhalt man hieraus in der Umgebung von &=0, A,=0 
i dé 6 6/6 3 

Di Pi = = (= * =] Ay (70) 
und 3 

BS BO 3S 

g==(2 5) Ay? = 0,391 42. (71) 


Hieraus folgt fiir die Nahe der Plattenvorderkante (€=0) 


A, = 1.60] E oder seat =1,60VE . 


40 T ] | ts —f ——————— 
— ES eee 
 ——— a a ad ae 
—— | | | 
Belaaed Pinata 
—-— exakt ; 
| n i | 
T 
| Ie 
i — 
pe-—2 
S e 
ro eae, 


4 se a ee 
ES TT a ee Ee ee en ae 


Abb. 8. Der Anlauf bei der ebenen Platte mit homogener Absaugung: 
Pot : Sy - a f vo on iiber VE. 
v vy i) (i OF :; 


- Wegen 6*/6,=3— ” folgt hieravs — vy 0*/y = (a— 2) \/2/4—x \é oder 0* =(x— 2) \/2/4—2 
V/vx/Uy = 1,742 \vx]U,. Wie der Vergleich mit (49) zeigt, beginnt also an der Plattenvorderkante 
die Grenzschichtdicke mit dem Wert fiir die Platte ohne Absaugung. 


Um nun (69) zu integrieren, sind die expliziten Werte von g(A,) und dg/d/, nach (59) einzu- 
setzen. Man erhalt nach einiger Zwischenrechnung 


*dé A, (Po + Py At Po. A\?+ Ps A,°) 

di. 6 5 oe ae pige fa EP IN y (72) 
Tirole)? (l= A1) (= —cA,) 
mit 
Po= Po = 0,40986, P,=2p,+ poc=— 0,4667 , | ie 
P,=3p,=0,17457, P,;=—cp,=—0,02772. | es, 
Die Partialbruchzerlegung liefert 
dé Ps Ape Aa 9 10 ie Seeane <r geay, 4 
Fa ae ee Oe Cape eae DR ey 1 (eae um) 
6 : 


14* 


. 
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Die Integration mit dem Anfangswert 4,=0 fiir €=0 liefert 


§ = 28 4,4K, In (1-4) + Stn (1-22 1,) —K, 4 + i ed) =f) (1), 


ci,—1 
Die K, bis K, ergeben sich aus der Partialbruchzerlegung zu ‘ 
K, = —6,9560 , K,=3,4704, K,——0,2284, K,=—0,1569 . ; (76) 
Damit lautet die Lésung endgiiltig 


E= —0,2564 2, — 6,956 In (1—A,) + 7,2846 Jn (10,9099 A,)+ 0,2284 2,/0,4764 A, — 1 — ie 
— 0,3293 In (1— 0,4764 A,) « : . | (77) 


Aus A,(&) kénnen dann auch sogleich simtliche iibrigen Grenzschichtparameter nach (58), (59), 
(61), (62) berechnet werden. In Abb. 8 sind —v,)6*/y, —v)0/y, 6*/0, sowie T)0*/u Uy iiber |/E 


u 

Up 
10 E 
49 | 

VE=|o7 | foe OY 06 08 
oe 40+— egeae aes! 
7 
g7 ip 48 eRe es. ie el 
co 
66 "I ~ ~ 4 
G5 t . =} 
OY + + ~ - . — 
3 /| { i eee Lo / Ur | 
g 1 ye ik y e. 
G2} - - i t 
QT = a + — — i ties + Jee 
v. 


Abb. 9. Ebene Platte mit homogener Absaugung: Geschwindigkeitsverteilung im Anlauf. 


aufgetragen. Die Verdrangungsdicke der Grenzschicht erreicht 0,95 ihres asymptotischen Wertes 


nach einer Anlauflange von §4=(v/U5)* Uy x4/vy ~ 4,5. Die Geschwindigkeitsprofile im Anlauf 


in der Auftragung u/U, tiber —vy)y/y=7 A, sind in Abb. 9 dargestellt. Fiir die Wandschub- 
spannung erhalt man aus (62) und (4a) 
low Mek tn UP 
Moe AeA)” 


(78) 


Die Wandschubspannung ist in Abb. 10 in Abhangigkeit von Vé aufgetragen. 


Fiir diese Lésung mége auch noch der Reibungswiderstand im Anlauf explizit angegeben 
werden. Fiir die asymptotische Lésung ist der értliche Reibungswiderstand langs der Wand 
konstant mit T)—=—@ U) v», und somit auch der Beiwert des Gesamtreibungswiderstandes 
gleich diesem Wert : 
Wis eS toes Wo Bree 


Cf oe a ~ 
2 UebI 2 UY? Up 


i. 


(79) ° 


Bei geringen Absaugemengen —v 9/U, ist die Anlaufstrecke unter Umstinden so lang, daB am 
Ende der Platte der Anlauf bei weitem noch nicht beendet ist. 


he naa ae x db a cha Re we Pe 
7 F a i“ A © , - a ‘ y ‘ee wi. 
iia ck Atanas ah 15 5 ea ae 
¥ Te La hia ee ay eehae Di mee hk s) 


ahren aur Berechnung der Jaminaren Reibungsschicht. oats 


- “Der gesamte Reibungswiderstand fiir die e einseitig benetzte Platte ist Aes b if 7 dx, und mit 


dem Wert 5 von T,) nach (78) und mit 7, ee (4a) ee 
as ; 1 ‘y , 
dx 
oe Wr 
Bh : ~ en uo % Ale h) 
a | ; a0) ; » 
4 Wegen (65) wird hieraus 
az i 51 
Say : a Hele oP ees 
$s Be Pee Uo ae: Ai (Ussen,). say 
qa $50 
5 


é. wo & den Wert von & am Plattenende bedeutet, also * 


ee 7) et Flay). ae 


a a 
a ae Y | 
a ah Ooo ~~ QY0UO 
4 
i ; ---~ erakt 
2 — Niéherung 
- * t aw 
i A ; 
oe . 


Abb. 10. Ebene Platte mit homogener Absaugung: der értliche Reibungsbeiwert r,/r),._ tiber VE. 


_ Dabei bedeutet Axo den Wert von 4, am Ende wes Platte, Weloher zu £=£ aus (75) erhalten wird, 
-somit ’ 
Axo 


fly) = wt 
Fibrt man jetzt noch in (80) fiir d&/dA,=f"(A,) den Ausdruck (74) ein, so erhalt man Wr=g b U,? 


* 


x K 7 6 K. 
ead pin (1—Ayo) + In(1 a hyo) Fs a - DT Aan key 


ie | pat (hag) A ote 
: mit a 5 ¥ ae a 
: ; ens: 
| pf" (Ay) Ad ‘i. 
P Fae =% f amen): se 
n f ao Ne “ 
‘¥ : nA pa 
_ Fiahrt man in (83) schlieBlich noch ein y/—vol = —v9/U 9 f(Ayo) nach (81), so erhalt man gle 
. a, = % Fy) =y 5 i Nad 
) Bey eG 10 0 es 0 
; c= 2 U, Fx) =, 4 U, G (A449) = 2 G (éi) iy : 
oder ; : 

Cf = CF © (Ex) - (85) me 

be 


“ 
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Hierdurch ist wegen des Zusammenhanges von Ay) und & nach (81) die GréBe cfg) als 
Funktion der dimensionslosen Lauflange £=(v9/U 9)? Upx/y gegeben. Andererseits ergibt (81) 
und (85) bei vorgegebenem Mengenbeiwert der Absaugung —v9/U, auch das Widerstandsgesetz cy 
itber Upl/y in Form einer Parameterdarstellung. Der Parameter Ajo ist die dimensionslose Grenz- 
schichtdicke am Plattenende A,)=(—v)6,/”)x—-1- Die Werte von A,» liegen zwischen 0 und 1, 
wobei der erstere Wert an der Plattenvorderkante und der letztere fiir die asymptotische Lésung 
nach beendetem Anlauf gilt. 

* Die Ausrechnung des Integrales F (Ay) nach (84) ergibi 


F (Ayo) = —0,3288 In (10,4764 Ayg) — 6,956 I (1 —Ayg) + 7,2846 1 (1 —0,9099 Ayo) — | 


of 0.4764 2 0.4764 Ay (2—0,4764 2 86 
2 08 74 oe ie Oia 05580. le eee fa ey) 
1 — 0,4764 Arg (10,4764 Ayo)? 
a 
- of of 
7 a 
17 
ss, i 
. 2e7ene 
§0}—- A) cece mach Sea se eal Sore purer’, 
1y E_ = 0 / re 
{o A SR ’ fe aa yp 
13 — | 
40 | | 
‘2 ae | 
3 47 = a Nh aitiae =f a * 
30 10 VE 
4 0 05 10 15 20 25 30 G5 40 45 50 
20 T a iF ii 
15 4 ese ee | | 
tf a 
i 02 OY 46 08 KY Ke 44% 46 ie VAR GOS TR GR I IY BR GO 
Abb. 11. Ebene Platte mit homogener Absaugung: Der Beiwert des Gesamtwiderstandes cf! ofan uber VE = = | Uy = 
4 irom ayy 


Fiir 2,9 > 1, d.i. &) + © gilt, wie man aus (86) und (75) sofort abliest, 


SF Gia) ar 
AG —> 1 5 f (Ar) = G (Axo) il (86 a), 
und somit cp—» cf, fiir §; - ©. Andererseits gilt in der Nahe der Plattenvorderkante, d.i. 


fur! 7,92. 0, nach’ (71)* 
5 33/6 3 
Ayo—> 9: f(Aqo) = ae (— sc +) Ayo” 


und somit nach (84) 


6 3 
Ayo > 9: F(Ayo) = ( 6 3) Axo > 
also 
Eig alt : 
Ayo > 9: G (Ago) = = Sew : (86 b) 


Setzt man diesen Wert in (85) ein, und beachtet man, da fiir kleine 4,) nach (71) gilt: A 


|/&/ ST, so erhalt man cy = 2 Te Vs" Ve poser * 
Ul yo 


1058 


Cha 32x ( . 
also das Widerstandsgesetz der Platte ohne Absaugung nach (50). 


9 
; 


je 


. 
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Das Widerstandsgesetz (85) ist in Abb. 11 dargestellt.. Ferner gibt Abb. 12 das Widerstands- 
gesetz in der Form ¢ itber Upl/y fiir verschiedene Werte des Mengenheiwertes —v)/U). Je grifer 
die Absaugemenge ist, bei um so kleinerer Reynoldsscher Zah! verlaBt die betreffende ce-Kurve 
die Widerstandskurve der Platte ohne Absaugung und geht nach einem gewissen Ubergangs- 
bereich in die asymptotische Kurve Cf = — 2 v9/U,y itber. Diese wird bei um so gri®erer Rey- 
noldsscher Zahl erreicht, je geringer die Absaugemenge ist. 

Die hier angegebenen Widerstandsheiwerte geben den gesamten Widerstand der Platte mit 
Absaugung. Ein besonderer Senkenwiderstand kommt nicht mehr hinzu, da bei kontinuierlicher 
Absaugung, wie im vorliegenden Falle, die abgesaugten Fliissigkeitsteilchen ihren gesamten 
x-Impuls schon in der Grenzschicht abgeben, und dieser somit schon im Reibungswiderstand 
enthalten ist. Um die gesamte Schleppleistung der Platte mit Absaugung zu erhalten, mu jedoch 


10"op 
5 z . a ef 
y eee lal i] a | | | rue 
3 Puls ee: L | i nesta er ba 
| | 10°.cg =10 
2 
10 z 2 
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‘Abb.-12. Ebene Platte mit homogener Absaugung: Der Beiwert des Gesamtwiderstandes of iiber Uyl/y 


~ 


fiir verschiedene Mengenbeiwerte der Absaugung =o Up=e9 4 


auBer dem hier angegebenen Widerstand noch die Geblaseleistung der Absaugung in Rechnung 
gestellt werden. 

Fir den hier behandelten Fall ist in neuester Zeit von R. Iglischt auch die exakte Lésung 
auf Grund der Grenzschichtdifferentialgleichungen angegeben worden. In Abb. 8 und 10 sind 
zum Vergleich Ergebnisse der exakten Lésung mit eingetragen worden. Die Ubereinstimmung 
zwischen unserer Naherung und der exakten Liésung ist gut. 

Demnach ist zu hoffen, da auch fiir andere Falle, wo sich exakte Liésungen mit ertraglichem 
Rechenaufwand nicht mehr beschaffen lassen, unsere Naherungsrechnung befriedigende Er- 
gebnisse liefert. In letztem Abschnitte sollen noch einige solche Falle behandelt werden. 


c) Der Kreiszylinder i homogener Absaugung’. Als erstes solches Beispie! 
wollen wir den Kreiszylinder mit homogener Absaugung auf dem ganzen» Umfang bei verschie- 
denen Absaugemengen behandeln. Die Potentialstrémung ist (Abb. 13) 

U(x)=2 U,sin—. 


R 
1 R. Iglisch, Schriften der Deutschen Akademie der Luftfahrtforschung, Bd. 8 B (1944), Heft 1. 


2 Die numerischen Rechnungen dieses und des folgenden Abschnittes wurden von Herrn A. Ulrich aus- 
-gefihrt. 
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Wahlen wir den Zylinderradius R als Bezugslange, so gilt. 


ee oD 


und somit nach (36) fiir den Mengenbeiwert 
Teae5 U,R : 
Cy = om U, 2% x (89) 


Die Ergebnisse (Verdrangungsdicke 6* und Formparameter ~) sind in Abb. 13 angegeben. Fir 
den Fall ohne Absaugung ergibt sich als Ablésungspunkt p=101,7°; dies ist etwas weiter vorn 
als bei dem Pohlhausen- 
U bas 7 Verfahren, wo sich 
% eye p = 108,9° ergibt. Mit 
Slane wachsender Absauge- 
menge ergibt sich eine 
Verringerung der Grenz- 
schichtdicke und eine 
Verschiebung des Ab- 
- lJésungspunktes nach 
hinten. Um beim Kreis- 
zylinder die Absaugung 
ganz zu vermeiden, 
diirfte es zweckmabig 
“sein, nicht eine homo- 
gene Absaugung langs 
der Kontur zu wahlen, 
sondern eine Verteilung 
af von U(x), welche auf 
der Riickseite erheblich 
| gréBere Werte hat als 
i auf der ~ Vorderseite. 
! Solche Rechnungen las- 
! 
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sen sich nach dem 
vorliegenden Verfahren 
ohne Mehraufwand an 
Rechnung ebenfalls aus- 
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d) Symmetrisches 
Joukowsky- Profil 
mit homogener Ab- 
saugung bei ca=0. 
ey Toes thee ak See matt Als letztes Beispiel ist 

HOES MERU el 0S Ea Aa ein symmetrisches Jou- 
kowsky-Profil von 15 % 
Dicke bei c.=0 mit ho- 
mogener Absaugung und 
verschiedenen . Mengen- 
beiwerten gerechnet worden. Die Absaugung beginnt im Staupunkt und erstreckt sich iiber die 
ganze Kontur (Abb. 14). Fiir die Potentialstrémung U(x) laBt sich eine einfache Formel hier 
nicht angeben; die Verteilung U(«)/U, ist in Abb. 14 mit eingetragen. Wir wahlen als Bezugs- 


lange die Fliigeltiefe .t. Im Staupunkt ist hier der Geschwindigkeitsgradient der Potential- 
strémung sehr groB; es ist 
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Abb. 13. pie Grenzschicht am Kreiszylinder mit homogener Absaugung bei verschiedenen Absaugemengen 


7 U,R : 
C= = |/- ts - Mit wachsender Absaugemenge riickt der Ablésungspunkt nach hinten. 


K, = 7 ioe =51,7 (90) 


und somit der Mengenbeiwert 


Us (gee 
Cy= 0,139 a = 0,139 f, (0) =0,139 ¢% . (91) 
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eh 
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Die Funktion G (x, x,) fiir die Integration der Differentialgleichung der Impulsdicke, nach (G2) 


x,=0 (ohne Absaugung) x, = 0,3 
A Zien ihe G(x. %) Ay x | G(,%)) 
| 
0,50 0 0.1062 | —0,2042 OFS SF t05590 0,1292 | —0,542 
0.45 0 0,0937 —0,1323 0,4 0,600 0,100 0,400 
OS SU a te beets 
0,3547 0 0,0709 > 66 brea Mn : i 
0,30 0 0,0586 0,0729 0,1 0,637 0,0222 0,016 
0,25 0 0.0477 0,1375 0,09 0,639 0,0192 0 
0,20 0 0,0373 0.2001 i. 0,652 0 0,099 
0.15 0 0.0273 0.2607 —=(),2 0,688 —0,0380 0,294 
0,10 0 0,0177 0.3191 —(,4 0,738 0.0660 0,438 
0,05 0 0,0086 0.3753 026 0,808 0,0830 0,520 
0 0 0 0.4292 —0,8 0,892 ~0,0910 0,555 
= 0,1 0 —0,0159 0.5301 —-1,099 1,172 | —0,0721 0,358 
=:2 0 —0,0298 0.6213 |—_—_—_—___________. 
9.3 0 —0,0419 0.7023 x, = 0,4 
—0,4 0 —0,0520 0,7730 
—0.5 0 —0,0602 0,8330 é fs i OED. 
oe 0 —0,0666 0,8820 0,4 0,770 0,1068 | —0,460 
ae 0 —0,0711 0,9198 0,3 0,782 0,0777 | —0,324 
— 0:8 — 0,0738 0,9470 0,2. | - 0,800 0,0500  —0,200 
—0,9 0 — 0,0748 0,9617 (ish waenaner is 0,0202 | —0,080 
eae eae. 2090 0,04 0,826 9,008 129 
— 1,099 0 —0,0721 0,9584. ie eee ; | 0,035 
£-0,2 058755004 20,0415 0,232 
' oa Pa ye eS oe —0,4 0,935 | —0,0730 0,375 
#, = 0,1 —1,099 | —0,0721 0,158 
2 | Nie a G(x, x) x, = 0,5 
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a ae U Die Ergebnisse (Ver- 
Gil Pansiaasom sl Ra eas 2 re : dringungsdicke 6* und 
DUxt See ace 
poe alee Sem coe &=0; Cy-0 Formparameter #) sind 
rs pie GPR REA) ht oo a ee ; in Abb. 14 angegeben. 
/ eam | Bienes Auch hier ergibt sich mit 
wolf ot : Wy uae aa erase wachsender Absauge- 
AO-¢ | | sa luaa + menge eine betracht- 
isis | Was ii . ie 1 liche Verminderung der 
be Saar 4 | me i Grenzschichtdicke und 
a Ve ml eine Verschiebung. des 
gol! a ei AN na aE TT Ablésungspunktes nach 
H Z | hinten. Fir Absauge- 
get! ial ara partes | mengen co > 1,7, d. i. 
x UJ 


Cy > 0,236, ergibt sich 
008 0 if Yt keine Ablésung mehr. 


5. Zusammenfassung. 

Es wird ein Naherungs- 
verfahren entwickelt zur 
Berechnung der lamina- 

ren Grenzschicht mit 
Absaugung bei beliebi- 
ger Koérperform und be- 

s/t liebiger Verteilung der 
10 Absaugegeschwindigkeit 
langs der Kontur des 
umstroémten  Kérpers. 
Das Verfahren hat Ver- 
wandtschaft mit dem 
bekannten Pohlhausen- 
Verfahren zur Berech- 
nung der  laminaren 
Grenzschicht ohne Ab- 
ae - saugung. Die Berech- 
nung erfordert die Inte- 
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Abb. 14. Die Grenzschicht an einem symmetrischen Joukowsky-Profil von 15° Dicke 
mit ¢,=0 bei homogener Absaugung mit verschiedenen Absaugemengen gration einer Differen- 
CTs ey |= ine day eee enced tialgleichung erster Ord- 
VK, % eae x nung nach dem _ Iso- 
‘ klinen-Verfahren. Das 
Verfahren wird zunachst an einigen Fallen ohne Absaugung erprobt, fiir welche exakte 
Lésungen vorliegen. Danach werden die laingsangestroémte ebene Platte mit homogener 
Absaugung, der Kreiszylinder und ein symmetrisches Joukowsky-Profil mit homogener Ab- 
saugung behandelt. 


or 


Tabelle 2. . 


Anfangswerte der Grenzschichtparameter im Staupunkt. 


Ay A | K & | xo *10 7 
0 0,355 | —0,645 | 0,447 | -0,0709 | 0 

0.2 0,262 | —0,600 | 0,452 | 0,0536 | 0,0904 

0,4 0,117 | —0,530 | 0,459 | 0,0372'| 0,184. 

0.5 0,139 | 0,473 | 0,463 | 0,0299 | 0,231 

0.6 0,100 | —0,420 | 0,468 | 0.0219 | 0,281 

0,7 0,069 | —0,346 | 0,474 | 0,0155 | 0,332 

0.8 0,042 0,256 0,481 | 0,098 | 0,385 

1.0 ON | Sere 0,500 0 0,500 


(Eingegangen am 16. April 1947.) 
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Die Formanderungsenergiesidtze in Anwendung auf den 
elastisch-plastischen Zustand *. 


Von W. Swida in Karlsruhe. . 


1. Die erweiterten Satze von Castigliano und einige neue Zusammenhiinge. a) Der ideal- 
plastische Zug. Im folgenden werden hauptsiichlich graphische Darstellungen der physika- 
lischen Abhangigkeiten bevorzugt. die die Beweisfiithrung sehr verdeutlichen. Wir betrachten 
zundchst einen prismatischen Stab, der durch die iiber die Endquerschnitte gleichmaBig ver- 
teilten und allmahlich wachsenden Krafte P beansprucht wird. Der Stab besteht aus einem 


ideal-plastischen Stoff, bei welchem plastische Deformationen gleichzeitig in allen Punkten aller 


Querschnitte auftreten. 
Das (P, 0)-Diagramm fiir diesen Fall ist in Abb. 1 dargestellt. 
Ist das Abhangigkeitsgesetz geradlinig (der Teil OA), so ist die innere Formanderungsenergie 
gleich grof} wie die entsprechende Arbeit der 4uBeren Krafte. Die GréBe jeder von ihnen kann 
durch die Flache des Dreiecks O C B dargestellt werden. Der Flacheninhalt des Dreiecks O C B 
ist gleich dem Flacheninhalt des Dreiecks O C D. Deshalb kann der letztere auch als ein Mafs 
fiir die gespeicherte Energie dienen. 
Wir bezeichnen weiterhin die Arbeit der 4uBeren Krafte mit U und die im Material gespeicherte 
Energie mit U;. Solange der Vorgang elastisch ist, ist 
; Ui Us 
Nun betrachten wir zwei Flachenstreifen BC C, B, und DC C, D,. Sie sind gleichgro® und 
stellen die Zunahme d U; der inneren Energie (oder der Arbeit der duGeren Krafte) fiir den Fall 
i dar, daB die Kraft P einen unendlich kleinen Zu- 
Pp ; wachs dP erfahrt. 
f Aus Abb. 1 kann man ersehen, daB 
dU,.=—d USP do=d.0 P. 
ist. Daraus folgt 
dU; dU 


eden doe oe (a) 
DU edi ed 
PRR Gere ee (b) 


Das sind die bekannten Satze von Castigliano 
fiir den elastischen Zustand. 

Die Bedingung U,=U besteht nicht mehr nach dem Ubergang in den plastischen Zustand 
(Gerade AG). Hierbei wachst die durch die gleichbleibende Kraft P geleistete Arbeit U un- 
unterbrochen. Sie kann fiir jeden Augenblick durch den Flacheninhalt 0 A EF dargestellt werden. 
Die im Material gespeicherte (potentielle) Energie U; bleibt dagegen im Laufe des ganzen plasti- 
schen Vorganges konstant. Sie kann bei der Entlastung zuriickgewonnen werden und als Flachen- 
inhalt des Dreiecks JGH, das dem Dreieck OAK gleich ist, dargestellt werden. Das Parallelo- 
gramm OAGJ stellt die Arbeit der 4uBeren Krafte dar, welche zur Uberwindung des inneren 
Zusammenhaltes des Stoffes verbraucht wird und dabeiin Warmeenergie iibergeht. Man bezeichnet 
diese mit U,. pdt 

Der elementare Flachenstreifen EE,F,F ist dié Zunahme der Arbeit der auBeren Krafte. 
wenn die Verlangerung 6 einen’ Zuwachs do erhalt. Sie 14Bt sich darstellen durch dU = P do. 
Daraus folgt dU z is 
m Toe chews 

Die Abhangigkeit (b) gilt nicht mehr, weil die Kraft P eine Konstante und dU, —0 ist. Also 
ist der Zuwachs der Kraft eine notwendige Bedingung fiir die weitere Bildung potentieller 
Energie. Die Arbeit der duBeren Krafte ist  *‘ 

U=U;, +05. 


* Nach einem Vortrag auf der Mathematiker-Tagung in Karlsruhe, Ostern 1947, Mitteilung [. 
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. 
Dabei besteht die potentielle Formanderungsenergie U, ausschlieBlich aus elastischer (riick- 
gewinnbarer) Energie. | 


Etwas anderes beobachten wir in einem komplizierteren Falle der Deformation (Biegung. ° 


Torsion, zusammengesetzte Festigkeit). Einen solchen Fall wollen wir jetzt betrachten. 


b) Der allgemeine Fall. Wir nehmen an, daB die Linie 0A B in Abb. 2 den Zusammen- 
hang zwischen einer verallgemeinerten Kraft P und der entsprechenden Verschiebung 6 dar- 
stellt, z. B. bei der Biegung eines Balkens durch eine Einzellast P oder bei der Torsion eines 
Stabes durch ein Kriftepaar. In diesem Falle mu8 die Kraft P durch ein Moment M; ersetzt 
werden, und die Verschiebung 6 stellt den Verdrehungswinkel dar. Der Begriff ,,verallgemeinerte 
Kraft‘* wurde schon in der Fachliteratur behandelt!. Z. B. erscheint im Falle eines Balkens. 
der durch eine Einzellast P beansprucht wird, als verallgemeinerte Kraft die Vereinigung der 
Last mit den entsprechenden Auflagerwiderstanden. 

Der gerade Abschnitt 0A in Abb. 2 entspricht dem elastischen Zustand, A B dem elastisch- 
plastischen. Py ist die verallgemeinerte Kraft, die dem Beginn der Plastifizierung an irgendeiner 
Stelle in dem zu betrachtenden System entspricht. P, ist der Grenzwert von P. 


Es ist offenbar, da® bei beliebigen Werten P und 6 die ge- 


, samte geleistete Arbeit U durch den Inhalt der Flache OACD 
ausgedriickt werden kann. Der Inhalt des Dreiecks GCD oder 
des gleichgroBen Dreiecks OK R stellt denjenigen Teil U. der 
potentiellen Energie U, dar, der bei Entlastung zuriickgewonnen 
werden kann. Man nennt diesen Teil die ,,elastische Energie“. 
Die gesamte Verschiebung 0 besteht in diesem Fall aus zwei 
Teilen: der elastischen (bei Entlastung verschwindenden) Ver- 
schiebung 6. und der bei Entlastung bleibenden Restverschie- 
bung 6,. In Abb. 2 stellt der Abschnitt GD = K R die elastische 
Verschiebung 6. und der Abschnitt OG = RC die Restverschie- 


bung 0, dar. 


Dementsprechend wird die gesamte im Material der zu be- 
trachtenden Konstruktion gespeicherte (potentielle) Energie Ux 
in zwei Teile aufgeteilt. Der erste Teil ist die schon erwahnte 
,,elastische Energie U.“‘. Das MaB fiir die GréBe dieser Energie 
ist der Flacheninhalt des Dreiecks OK R. Der zweite Teil ver- 
bleibt im Material als ,,Energie der Restformanderungen U,**. 
Der Inhalt der Flache A RC oder der gleichgroBen Flache OF G ist das Maf fiir die GréBe der 


Restformanderungsenergie. Dann kann die gesamte Energie 
U,=U,. +U, 
als der Inhalt der Flache OK CA dargestellt werden. 


Die bei Entlastung nicht riickgewinnbare Arbeit OACG besteht auch aus zwei Teilen. Der 
erste Teil (die Flache OF'G) ist die Restformanderungsenergie. Der zweite Teil (die Flache 0 ACF) 
wird zur Uberwindung des inneren Zusammenhaltes des Stoffes bei der plastischen Formanderung 
verbraucht und geht hauptsachlich in Warmeenergie tiber. Wir bezeichnen diesen Teil mit U,. 
Die gesamte geleistete Arbeit ist : 


U=U, U,- Up Uc 
Nun wollen wir voraussetzen, daf} die veranderliche Kraft P einen Zuwachs dP erhalt. Bei 
Betrachtung der in der Zeichnung schraffierten Flachen ersieht man, daB 
CUR Prdo: dU, 6.0 Ps 
diUs=—0. 0 CU Oe 


ist. Hieraus folgt 


dU d(U. + U, + Uw) 


cer aaa FRE pe. a (1) 
Eek dO: Uae é 
oP. 3 omg Pinata? (2) 


1 Siehe z. B. S. Timoshenke, Strength of Materials, Bd. 1, 1930. 
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“gP oe (3) 
dU, 
* “dP ea Or “4 (4) 


Folglich ist 


1) der Differentialquotient der gesamten Arbeit U der duBeren Krafte nach der Verschiebung 6 
gleich der entsprechenden verallgemeinerten Kraft P, und 


2) der Differentialquotient der Summe aus der elastischen Energie U, und der Energie der Rest- 
formanderungen U, nach der verallgemeinerten Kraft P gleich! der dieser Kraft entsprechenden 
gesamten Verschiebung 0. 


Also erweisen sich die Kraft P und die entsprechende Verschiebung 6 im Gegensatz zum 
elastischen Zustand als Ableitungen von verschiedenen Funktionen. 


Diese hier aufgestellten Abhangigkeiten (1) und (2) nennen wir die erweiterten Sitze von 
Castigliano. 


Die Gleichungen (3) und (4) stellen einige neue Zusammenhinge dar, naimlich: 


3) Der Differentialquotient der elastischen (riickgewinnbaren) Formanderungsenergie U, nach 
der verallgemeinerten Kraft P ist gleich der bei der Entlastung verschwindenden Verschiebung 6,. 


4) Der Differentialquotient der Energie der Restformanderungen U, nach der verallgemeinerten 


Kraft P ist gleich der bei Entlastung bleibenden Restverschiebung 6,. 


Diese Beweisfithrung kann auch auf den Fall 
erweitert werden, da ein Kérper sich unter der 
Wirkung von vielen verallgemeinerten Kraften be- 
findet (Abb. 3), die die Bildung der plastischen 
Bereiche (schraffiert) hervorgerufen haben. 


Die notwendige Bedingung fiir die Bildung der 
Restformanderungsenergie ist der Unterschied in 
der GesetzmaBigkeit der Spannungsverteilung bei 
urspriinglicher Belastung und nachfolgender Ent- 
lastung, welcher zum Entstehen der Restspannungen und folglich zur Bildung der Restform- 
anderungsenergie fiihrt. 


tf 0 


Abb. 3. 


Abb, 4. 


Abb. 4 zeigt das iibliche Aussehen des Diagrammes der Restspannungen bei der Biegung. 
In dem von uns frither im Abschnitt a) behandelten Fall des ideal-plastischen Zuges ist das Ent- 
stehen der Restformanderungsenergie theoretisch ausgeschlossen, weil die Spannungen wahrend 
des ganzen Belastungs- und Entlastungsvorganges fiir jeden Stabquerschnitt gleichmaSig ver- 
teilt sind. Nach der Entlastung sind in diesem Fall in einem beliebigen Querschnitt keine Rest- 
spannungen mehr vorhanden. 

c) Die gesamte Biegeenergie Ux. Jetzt wollen wir eine allgemeine Form der Biege- 
energie U; (Summe aus der elastischen Energie und der Energie der Restformanderungen) auf- 
stellen. Man stelle sich einen Balken (Abb. 5) aus einem ideal- 
plastischen Baustoff vor, der durch ein beliebiges Kraftesystem be- 
ansprucht wird. Es wird angenommen, daf einige Balkenabschnitte, 


Abb. 5. Abb. 6 


z. B. OA, sich im elastischen Zustand befinden, wabrend die anderen, z. B. A B und BC, im ela- 
stisch-plastischen Zustand sind. 
Fiir ein unendlich kleines Balkenelement (Abb. 6), das elastisch-plastisch beansprucht wird, 
ist der Drehwinkel des Querschnittes cd gegeniiber ab 
M dx 
d}>, = — se 5 
Pas Re Se) (9) 
1 Den Satz 2) hat Professor J. Fritsche [Z. angew. Math. Mech., 11 (1931). S.176| auf einem anderen Weg 
bewiesen. Siehe auch K. Hohenemser, Ing.-Arch. 2 (1931), 5. 472. 


iin, PE .'\ Wy Meng S42 ut) A ae ~ * 
; " ay wie oe =i Arg bis 
wy - S “4 4 
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im Falle, daB die plastische Zone sich nur eiereeite der Nullinie ausgebildet hat. Hierbei ist Je 
das Trigheitsmoment der elastischen Zone in bezug auf die Nullachse, S die absolute GréBe des 
statischen Momentes der plastischen Zone, bezogen auf die Nullachse, 2 der Abstand von der 
Nullachse bis zur Grenze zwischen der elastischen und der plastischen Zone. 
Wenn die plastische Zone sich sowoh! oberhalb als auch unterhalb des Querschnittes gebildet 
hat, so ist 
M dx 
Nie Lands Se . 6 
tos EL Roe See Se | o 
wobei Sy und S, die absoluten GréBen der statischen Momente der oberen und der unteren 
plastischen: Zone in bezug auf die Nullachse sind. Fiir die elastischen Balkenabschnitte ist . 


- 


Um die graphische Darstellung der Abhangigkeit zwischen dem 
Biegemoment M und dem entsprechenden Drehwinkel zu ver- 
anschaulichen, ersetzen wir dx durch 1. Dabei ist die Lange 1 


geniigend klein zu wahlen. Dann,lassen sich die letzten Formel!n 
so darstellen: 
~ 
, M:1 
O.= ee 
M1 . 
= BLES | Me 
PMNS LAD sms LR (6’) 
< E [Je + (So + Su) 2] 


Die Abhangigkeit ? = f(M) fiir den ganzen Formanderungs- 
vorgang ist in Abb. 7 dargestellt. 


Der Flacheninhalt OKC ist die gesamte innere Energie des 
Elementes. Hierbei ist My das Biegemoment, das dem Flief- 
anfang auf der einen Seite der neutralen Achse entspricht. My’ 
ist das etwas gréBere Moment, bei welchem das FlieBen auch 
auf der anderen Seite beginnt. 


Die gesamte Energie uz des Elementes wird (Abb. 7a) 


My i My’ M 
uf dM+ [ddM+ fd,aM. 
0 Me Me 


Wenn wir wieder die Lange 1 durch dx ersetzen, so erhalten wir folgenden Ausdruck fiir 
die Energie dU; eines unendlich kleinen Balkenelementes: 
My M,’ M 
MdM . MdM MdM 
dug ——- 4 a = dx. 
EJ E (J. + S2) E(Je+ Go +5.) 4] 
0 My! 


(7) 


Die gesamte Energie U, (Summe aus der elastischen Energie und der Energie der Restform- 
anderungen) des ganzen Systems |aBt sich so darstellen: 


Md M 
ey M? dx “MdM | MdM 
Ur=), if anos +2, | | BI SS Ee Ss 2) |e ; 
(1) (I,/) ~ 0 et me 
f MEME of AMM r ‘ 
M 
ee Lauter] 


E(VJe+S2) ‘J E[Je+(So+ Su)2] 
Mr Mia 


Hierbei ist 1; die Lange eines der elastisch gebogenen Balkenabschnitte, J, und |,’ diejenige 
eines elastisch-plastisch gebogenen. Wenn die plastische Zone nur an einer Seite entsteht, so 


hee Ron > Ayos VE rr ic el aa Ay - A “4 * 1 
tear ae Rt ee IE : Pe 

aoe Ste ae z 

pat “ 
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entfallt das dritte in Klammern stehende Integral in (7), und als obere Grenze des zweiten Inte- 


grals gilt M. 


Fir einen Balken mit rechteckigem Querschnitt ist — 


M- 1 Mr: 1 
P= eS C 4 = J 
Taye 2 Po = oe, ———— 


Die ‘gesamte Sai des Systems ist 


mdf f% uesias ae ef MOM dn Sif oa aks 


(I;) 0 (I,) 0 (1) , Es V3 “ 


My 
=) rp M? dx UU ees 
WA OG a ag ‘2 ay | 


(i) (U,) 


(9) 
2, Sooo) 


wobei My = o: ist. 


Wir wollen hierbei eine Eigenschaft der erhaltenen Funktionen U; besonders unterstreichen. 
Die Ableitung dU;/dP stellt die gesamte Verschiebung (elastische Verschiebung + Restverschie- 
bung) des Angriffspunktes der Kraft in Richtung der Kraft dar. Wenn an der betreffenden Stelle 
keine Kraft vorhanden ist, so mu8 man eine entsprechende gedachte Kraft anbringen (oder ein 
gedachtes Moment, wenn der Drehwinkel gesucht wird). 


Beispiel 1. Eine Konsole mit rechteckigem Querschnitt ist 
durch die gleichmaBige Belastung q beansprucht. Man ermittle die 
Durchbiegung 6 und den Neigungswinkel @ der Tangente am Ende 
der Konsole. Man ]48t an dem Konsolende eine gedachte Kraft P 
angreifen (Abb. 8). Beniitzt man den erweiterten Satz von Castigliano 
(2) und die Formel won Leibniz fiir den Differentialquotienten eines 
Integrals mit den von dem Parameter P abhangigen Grenzen, so er- 


gibt sich 


r) 
53 BM pee 
+ f0.U;, fat If 0M - ore cel yd i: > ms 
eed ras Re ay Mp ¢ f \/3 2M 1 ger) es sh 
; Mr 


(10) 


wobei x, den Abstand vom Konsolende bis zum Bevin der elastisch- BaTASSShen Zone B C, der 
aus der Gleichung } qx,?+Px,=My zu bestimmen ist, darstellt. Die beiden letzten Glieder 
in (10) heben sich gegenseitig auf, da, wenn x=, ist, M= My wird. Es ist bemerkenswert, daf 
die paarweise Aufhebung der Zusatzglieder bei Anwendung der Leibnizschen Formel in allen 
Fallen elastisch-plastischer Biegung stattfindet, da der Integrand in (9) immer den gleichen 
Wert an den Grenzen der elastisch-plastischen Bereiche hat. Wenn wir in (10) annehmen, daf 
M=}3qx*?+Px ist, so erhalten wir nach Integration 


Mf* cla 11 
b= sary (3 2|/3 Mr) ae 


Wenn wir im Querschnitt A statt P das gedachte Moment m anbringen und analog verfahren, 
so erhalten wir 


oh my fae : 
Neg Bea EJ [om et [ar | ae 
m=0 


“pate ae aris ages 
M. M. t ar PN hey wes 
sus a ME |p are sin (11/545) sresin | |. 


(12) 


wee os Saki ae Ue Ne LO AT eR 
by bath aun: - sit k: a , a 
: 


oy 
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Bei der Grenzbelastung q,=3 My/l2, bei deren Wirkung der elastische Kern im Stiitzenquer- 
schnitt verschwindet, wird : 


edie aeeinto gs 
Os CET” DB; = 05209 EJ: 


Beispiel 2. Eine Konsole (Abb. 9) wird durch das Moment m beansprucht. Man driickt m 
durch den Drehwinkel 9 des Konsolendes aus. Fiir einen Balken mit rechteckigem Querschnitt ist 


MP? dx Mj? \/ ques Uhh, ans 
Wa) ii aol +) (Ps EJ (V3 My | 32 *) as 
(1) () 3 : 


Fir den zu betrachtenden Fall der reinen Biegung ist 

Myf? ERP Et 3 
Abb. 9. ieee Sy aS aN 13 
ou Sai (| Mien Wx jem ) OY 

vel 

und der Winkel , 
Myl en 14 
NES 52" Mo) 


Wenn man m aus (13) mit Hilfe von (14) eliminiert, so erhalt man 


- Mpl/.Myl , 36EJ 
Ue aioe Myl 3) 
Hieraus folgt : 
vy (OU ME fg MEE 15 
wT EO ( prmeye) ce? 


Allerdings kénnte das letzte Ergebnis auch unmittelbar aus (14) gewonnen werden. Es ist leicht 
zu ersehen, das zwischen U und m einerseits und 7 andererseits im gegebenen Falle Zusammen- 
hinge hyperbolischer Gestalt bestehen. 


2. Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Die Anwendung des Prinzips der virtuellen 
Verschiebungen, dieses allgemeinen Satzes der Mechanik, stellt sich in vielen Fallen auch nach 
dem Ubergang des Systems in den elastisch-plastischen 
Zustand als sehr bequem heraus, wenn es sich um die 
Ermittlung der Formanderungen und der iiberzahli- 
gen Unbekannten in statisch unbestimmten Systemen 


handelt. 


Abb. 10. Wir betrachten einen durch eine beliebige Be- 
_ lastung beanspruchten Balken (Abb. 10). Der Balken- 
ree querschnitt hat nur eine Symmetrieachse, die in der 


Biegungsebene liegt. Fiir ein unendlich kleines Element 
I des Balkens (Abb. 6), das sich in elastisch-plastischem 
Zustand befindet, driickt sich der Drehwinkel des Quer- 


eR schnitts cd gegen ab durch die Forme! (5) oder (6) aus. 


Zur Ermittlung der Durchbiegung 6 in irgendeinem Querschnitt A stellen wir uns noch einen 
Zustand des Balkens vor, bei welchem er im Querschnitt A nur mit der Kraft P,;=1 belastet — 
wird (Abb. 10a). Diesen Zustand wollen wir den zweiten Belastungszustand (System I) nennen, 
den tatsachlichen dagegen als den ersten Belastungszustand bezeichnen (System I). 


Erteilen wir dem System II die Verschiebungen des Systems I und berechnen die dabei von 
der 4uBeren Kraft P,=—1 und den inneren Kraften geleistete Arbeit, so erhalten wir 


wag hE M,M dx : M,Mdx alt M,M dx ive 
l 0 df Jag} af by (Je+ Sz) 2 if E [Je + (So + Su) z) =e 0, (16) 
i) ke (1) 


wobei M, das Moment im beliebigen Querschnitt des zweiten Belastungszustandes ist. Wenn 
wir die Kraft P, durch ein Moment, das gleich 1 ist, ersetzen und analog verfahren, so kinnen 
wir den Drehwinkel des Querschnittes A ermitteln. 


eA ee ee 


XVI. Band 1947. Swida: Die Formanderungsenergiesatze. MART 
: ! 


Zur Bestimmung der iiberzahligen Unbekannten in einem beliebigen Stadium des elastisch- 
plastischen Vorganges in einem n- stack, statisch unbestimmten Aveterh z. B. in einem Durch- 
lauftriger oder Rahmen, ist es notwendig, n Gleichungen folgender Art zusammenzustellen: 


ee M,® M dx Mn n) M dx 
a @ laf 
i. thf E (Je+S 2) ‘2S E[Je + (Sp + Su) 21 se VD 


~wobei M,\) das Biegungsmoment ist, = durch die eee hervorgerufen wird. Diese Kraft 


 ersetzt ie n-te itberzahlige Unbekannte fiir den n-ten gedachten Bplectineniseand 


Die Integrale von den Formen 


M,() M dx M,(™) M dx 


Pane oe EV. +S ¥5.)41 ou 
ersetzen in diesem Fall die bekannten Integrale des elastischen Zustandes 
{ M, [,(")M dx 
eee 


fiir die elastisch-plastisch beanspruchten Teile des Systems. Wenn die Elemente, aus welchen 
das System besteht, rechteckigen Querschnitt haben, so nimmt die Gleichung (17) folgende 


Form an: ° 

2 ae ee die f- MO) Mpde (0 (17’) 
ss i z a2 M - 
,) EJ | 3-F My 
Fir den Doppel-T- eae wird 

M, ee My) Mpdx_ My) My dx i 

d- te : Ree Oe 
Df Sy" +2 a =0, (17%) 


aay 
(l;) U,) EJ \ 1 


i M (cos? a i: 3 an Bet Ey | Ae 


wobei 1,’ die Lange eines der Systemabschnitte ist, in denen die plastische Zone sich nur in den 
Flanschen gebildet hat. Ferner ist J, die Lange fiir den Fall, daf sich die plastische Zone sowohl 
in den Flanschen als auch im Steg befindet. In den Formeln 
(17’) und (17) beziehen sich die oberen Vorzeichen auf die — 
Abschnitte mit positiven Werten des Biegungsmomentes, die 
unteren aber auf diejenigen mit negativen. 


Hierbei ist (Abb. 10b) 


8 SS 

Phe aN AS 

( = — Abb. 10b. 
2J ch? 


, Toes dh? Adios c h,? | 
My —— a ee: M’, = — - Oss M’;= meen A= 3|4 (1 = qis| WEG pad 


Beispiel 1. Eine Konsole wird durch eine dreieckige Belastung beansprucht (Abb. 11). 


‘Wir wollen die Durchbiegung 6 und den Neigungswinkel # ihres Endes ermitteln. Wenden wir 


; 


| 
| 
| 


| 
: 
, 
| 
{ 


I 
I 


-Gleichung (16) sinngem4f auf diese Aufgabe an, so erhalten wir 


3 Mk 


xy I 
5 1 i Pxidx , | Mgxdx 
ie caer 
0 3 — 


wobei x, = 3 M,l2/P der Abstand vom freien Ende der Konsole bis SARS ca 
zum Beginn des elastisch-plastischen Abschnittes ist. 
Das. zweite in der Klammer stehende Integral ist ein elliptisches Integral zweiter Gattung. 
Es 148t sich mit Hilfe der Substitution 
3 


re es) 


in die Legendresche Normalform iiberfiithren. 


. 7 , Ms i poh ees pe fe ee Sey: Se Wee tps 
. y NG) TOU th rete ate 


Mealy 
oa tee 
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Endgiltig erhalten wir 


Ri Oe =| [me (ee As Am {2 o(Vi—ks sin? Vp tg his ‘Kk sin? py, tg 
We (19) 
% E (pak) + E (gy )| + (1~ z=) [Fn 8) — Fv »]}) 
: Dabei ist 
: ‘ Py d Fi ‘ 
; Tee aay mick MIN Rae or ny Wess (EN OGL fen 
: (Pr ) S Vi-k sin? p (Pa ) | ieee 


Der Modul des Integrals ist k?=0,933. Die Amplituden sind 


6 


1 a) 4 ; 
Pi — 2 are tg V3 “943 = 30° 10 9 
pea dare ( \/2 orate ) 


Unter der Grenzbelastung oe wird die Durchbiegung 


Ed) i ; 


Wenn wir in Abb. lla die Krafteinheit durch eine Momenteneinheit ersetzen und dem Sy- 
stem II die Verschiebungen des Systems I erteilen, so ergibt sich 


Myf dx 


o-ar( {4 3 my Shs 


oye | 
3 My (20) | 


“35 aes [ve = [Fa Fp) | 


und 


Pal? 
a5 PON sees “Egy: 


Ob, = 0, 


Beispiel 2. Ein quadratischer Rahmen wird durch gleichmaBig verteilte Last beansprucht 
(Abb. 12). Das Moment in der Mitte des Riegels ist in diesem Falle gréRer als die Momente in 
Bo: den Knoten, und die plastischen Formanderungen ent- _ 
; stehen zuerst im mittleren Teile des Riegels. Wir wollen _ 
annehmen, da®B ein gewisser Abschnitt CD sich in | 
elastisch-plastischem Zustand befindet, wahrend die | 
iibrigen Rahmenteile in elastischem Zustand sind. 
Nach Gleichsetzung des Biegungsmomentes im Riegel | 
mit dem Moment My erhalt man die Abstinde x, und | 
x, vom Punkt A bis zu den Grenzen des elastisch- | 
plastischen Bereichs 


I ey) ' 
Abb. 12. Abb. 12a. X12 SE |/ al lt My) . 
| 
Auf Grund der Bedingung (17’) erhalt man fiir die zwei Dh he: des Systems (Abb. 12 | 
und 12a) die Gleichung 


Ft 


/ ~ s P \ . : * e é E } 
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U xy 1/2 


fH Rahas a Hi ql ee lac pe Myl dx wa ‘ Sanit Daa i 
x “ae g 4 3. x J ie ee aS 111) eH | 


4 Mf My 
woraus der Hosyzontalsclauls H bestimmt werden kann. 


3. Der Reziprozitittesatz. Bekanntlich ist dieser Satz auf die Voraussetzung gegriindet, daB 
der Vorgang der Formanderung ideal-elastisch ist und da®B die potentielle Formanderungsenergie 
infolgedessen eine homogene Beiatieche Funktion der duBeren Krafte und der Verschiebungen 


ist. Fiir elastisch-plastische Deformationen kann dieser Satz daher keine Giiltigkeit mehr 


besitzen. 


‘Hiervon kann man sich auf Grund folgender einfacher Uber- Pas 
legungen iiberzeugen. Man stelle sich zwei Belastungszustande irgend- A B Ony 4 9n 
eines Systems vor, z. B.eines an den Enden frei aufliegenden Balkens 


(Abb. 13 und 13a). In dem ersten ist der Balken durch die Krafte i 


Paund P; belastet, die die Bildung eines elastisch-plastischen Be- PR 
reiches AB hervorgerufen haben. In dem zweiten ist er durch 2 
irgendwelche andere Krafte P,, und P, belastet, die elastisch- Oi, 1k C \* |% 
plastische Formanderungen in irgendeinem anderen Abschnitt CD TTS 
hervorrufen. Vor dem Wirkungsbeginn der Krafte befand sich der i 


Abb. 13 a. 
Balken in spannungslosem Zustand. Die den Angriffspunkten der 


Krafte entsprechenden Verschiebungen bezeichnen wir mit da, Ox, Om und 6, fiir den ersten Be- 
lastungszustand, und mit dq’, 0x’, dm’ und 6,’ fiir den zweiten. Bekanntlich ist bei elastischen 
Formanderungen 


Pa Oa’ + Py On PS Ones Ont. (21) 


Nun wollen wir beweisen, daB bei elastisch-plastischen Formanderungen diese Bedingung nicht 
besteht, d. h. da der Reziprozitatssatz hier nicht mehr gilt. Dazu bestimmen wir die gesamte 
Formanderungsarbeit bei der Belastung des Balkens mit samtlichen Kraften und bei verschie- 
denen Belastungsanordnungen. 

Zuerst nehmen wir an, da} der Balken allmahlich Riigh die Wirkung der Krafte Pa und P;, 
die auch die auf Abb. 13 dargestellten Verschiebungen hervorrufen, beansprucht wird. Diesen 
schon elastisch-plastisch deformierten Balken belasten wir. jetzt ebenfalls allmahlich mit den 


Kraften P,, und P, (Abb. 14). 


Abb. 14. Abb. 15. 


Die Verschiebungen Om”, On’’, Oa’ und 6x”, die wir hierbei erhalten, werden natiirlich ver- 
schieden von Om’, On’, Oa’ und 6d,’ sein. Wir setzen ferner voraus, daB bei gleichzeitigem Angreifen 
aller Krafte die Tragfahigkeit des Balkens noch nicht vollstandig erschépft ist. Die gesamte 
Formanderungsarbeit ist 


Oy AaPa Oa + Ar P;, Ok + ne 12s On’ + We beets Onl 18% Oa!’ + Py On, (22) 


wobei Ag, Am’, Ak und An’ die Koeffizienten sind, die an die Stelle von 1/2 (bei der ideal-elastischen 


Formanderung) treten. : 
Jetzt wenden wir eine andere Reihenfolge bei der Belastung des Balkens an. Zuerst lassen 


wir die Krafte P,, und P, und nachher erst Py und P; angreifen (Abb. 15). Danmist die gesamte 
Formanderungsarbeit 
U, a y eg 1X, Om’ + Ant Ea On’ + YIN ae Oa’ + Ae PE On!” + Pm Om’? + d En On . (23) 
15 


en oe 


* a 7) ~ 3 4, 
as So ea aie eerie 
ee ee ey Oe ee ee 


Sar ae eT 


a 
by, 
‘e 


230 ~ Swida: Die Formanderungsenergiesitze. Ingenieur-Archiy 
ol err ee eee eee eee aa eae eS a a ae ST aaa eee ae] 


Nur bei ideal-elastischem Vorgang, der dem Hookeschen Gesetz folgt, wenn also 
Oa’’ aot Oa’ 3 Og” Lee Od : On” att On! ‘ On” eer. Ok : Ons = Om! K ees =Om : On’ =60,/ ps Onl” es On 


und alle Koeffizienten 4 gleich 1/2 sind, kann man nach Gleichsetzung der rechten Seiten von 


(22) und (23) die Forme! (21) erhalten. 


Man betrachtet z. B. zwei Belastungszustande eines an den Enden freiaufliegenden Tragers, 
wobei er bei dem ersten Belastungszustand durch eine Last in der Mitte und bei dem zweiten durch 
ein Kraftepaar am rechten Ende beansprucht wird. Bilden wir den 


P Ausdruck fiir die Arbeit der 4uBeren Krafte des ersten Belastungs- 
Py zustandes unter Benutzung der Verschiebungen des zweiten und 
. ' umgekehrt, so erhalten wir (Abb. 16) 


i AR MP 9 ie AR Re RONG PmP 
Oia pare | oe 8 | Ee 


git Mm hig (a sed 
moi (3 2|/3— sare) 


Abb. 16. 


Bei den Grenzwerten der Belastungen erhalten die letzten Gleichungen folgende Form: 


. 85 Pym, 1? 
; Es Oe 996 Si? 


Penal 


p Gin ee 
Mts Us 9 apa 


Es ist offenbar, dab 
PO +m? 


Nelsts 


(Eingegangen am 12. Mai 1947.) 
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Uber einen Energiesatz zur Berechnung laminarer Grenzschichten*. 


Von K. Wieghardt in Géttingen. 


1. Einleitung. Zur Berechnung laminarer Grenzschichten bei stationirer, ebener und in- 
kompressibler Strémung sind in den letzten Jahren, besonders anla®lich des Lilienthal-Preis- 


_ ausschreibens 1940, mehrere Verfahren entwickelt worden. Diese lassen sich alle in zwei Gruppen 


einteilen, ndmlich 1) die strengen Verfahren!~* und 2) die Naherungsverfahren?~!!, bei denen 
die Geschwindigkeitsprofile durch eine einparametrige Kurvenschar angenihert werden. Bei 
den strengen Verfahren wird die Prandilsche Grenzschichtgleichung durch Reihenentwicklungen 


_ oder durch Differenzenmethoden integriert; die Genauigkeit kann, wenigstens theoretisch, beliebig 


gesteigert werden. Die Naherungsverfahren fuBen dagegen auf der Kdrmdnschen Impulsgleichung, 
angewandt auf eine einparametrige Klasse von Profilformen, also auf einer gewéhnlichen Diffe- 
rentialgleichung, und erfiillen damit die partielle Grenzschichtdifferentialgleichung nur im Mittel. 
Je nach der gewahlten Profilklasse erhalt man bei vorgegebenem Druckverlauf verschiedene Er- 
gebnisse, deren Giiltigkeit nur in speziellen Fallen durch Vergleichen mit der exakten Lésung 
geprift werden kann. Trotzdem wird praktisch fast ausschlieBlich mit den letzten Verfahren 
gearbeitet, da diese nur einen kleinen Bruchtei! des Arbeitsaufwandes der strengen Methoden 
bendtigen. 

Immerhin liefern diese eigentlich sehr groben Naherungsverfahren bereits halbwegs richtige 
Resultate wegen der geschickten .,Mittelbildung**, die zur Impulsgleichung fiihrt. Die wichtigste 
physikalische Forderung: Befriedigung des Impulssatzes fiir die gesamte in der Reibungsschicht 
verzégerte Fliissigkeit wird néimlich auf diese Weise erfiillt. Dementsprechend ergibt sich auch 
gerade der Verlauf der Impulsdicke hierbei ziemlich richtig, wahrend andere GrenzschichtgréBen, 
z. B. der Ablésepunkt oder die fiir Stabilitaétsrechnungen benétigte zweite Ableitung des Profils 
oft sehr falsch werden. ; 

Es erscheint daher aussichtsreich, diese Verfahren dadurch zu verfeinern, da®B man noch eine 
zweite physikalisch wichtige Aussage, namlich den Energiesatz, hinzunimmt und eine zwei- 
parametrige Profilklasse zur Annaherung der Geschwindigkeitsverteilungen zugrunde legt. Denn 
es ist rein mathematisch offensichtlich eine bessere Annaéherung an die exakten Liésungen miég- 
lich, wenn statt einer einparametrigen Profilklasse eine zweifach unendliche Kurvenschar benutzt 
wird. Aber auch vom physikalischen Standpunkt aus ist eine Verbesserung zu erwarten, wenn 
auBer dem Impulssatz auch noch der Energiesatz fiir die ganze Reibungsschicht im Mittel erfiillt 
wird. 

Im folgenden wird zunachst dieser neu hinzukommende Energiesatz abgeleitet, dann ein 
darauf begriindetes Rechenverfahren dargestellt und an drei Beispielen erprobt. 


2. Energiesatz fiir Reibungsschichten. Wir fiihren zunichst die tiblichen Bezeichnungen ein: 
x—Bogenlange der Kérperkontur, y=Wandabstand, u, v = Geschwindigkeitskomponenten in 
x-und y-Richtung, U(x) = Geschwindigkeit in x-Richtung auBerhalb der Grenzschicht, 9 = Dichte, 
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uw =Zahigkeit, v=u/o=kinematische Zahigkeit, ey conte Druck. Nach ses Bernoulli- 
gloceune gilt auBerhalb der Reibungsschicht 


dp D i, Opies MN, ' 
dx dx 2 U eUU, ‘ 
wobei der Strich die Ableitung nach x bedeutet. An der Wand ist tp) =y4 eek = Wandschub- 
spannung. : 
Dann lautet die Prandilsche Grenzschichtgleichung 


zy 
gu” ! ery ze ee = OUU + pee ee!) 
und die Kontinuitatsgleichung 
es (2) 
ox oY 
Als Randbedingung hat man zunachst 
fir yo: u—-U (3a) 
und an der Kérperkontur 
fir ye=0 = Saw 05 (3 b) 
damit folgt aus (1) sofort weiter ; 
2 3 
fin = 0 u ($3), - geo -euu" cad (7), =0. (30) 


Bei den einparametrigen Naherungsverfahren rechnet man statt mit der partiellen Differential- 
gleichung (1) mit einer gewohnlichen, namlich dem Impulssatz fiir Grenzschichten | 


d r du dp r . 
ies fou (U-u) dy = w( ay ), De [Q i T)o ok 4) 
0 ‘ 0 
(Impulsverlust = Wandschubspannung + Druckkrafte). 
Diese Gleichung kann aus (1) nach Addition von ou ( <* 2 +32)\= =0 durch Integration iiber y 


von 0 bis o abgeleitet werden. Mit Hilfe der folgenden Langen: 


Vardrsnguneedivle One ioe tay. | 


(5) 
Impulsverlustdicke 06 = fol aA dy ae 


und dem Verhaltnis H,,.=06,/6) kann man diesen smeulezies auch schreiben: 
Ui v wi 
oe = ae (Gy) et ot aa) a - (4a) 


Fir die Energie, die innerhalb der ganzen Grenzschicht durch die Wirkung der Zahigkeit in 
Warme umgesetzt wird und so mechanisch verloren geht, folgt nun aus dem allgemeinen Energie- 
satz bei Beriicksichtigung der iiblichen Grenzschichtvernachlassigungen noch eine weitere ge- 


wohnliche ie aah 


ie z fowl: u (- U? — 142) dy =u, i (se) dy - (6) 


(Heugiaieaioieverhisitd je An RE aA Slep et ey ee in der Langeneinheit). 


Diese Gleichung kann man ebenfalls leicht aus (1) ableiten, indem man nach Addition von 


om ( = a ) = Oerst noch mit wu multipliziert und dann wieder iiber y von 0 bis oo integriert, 
0x Oy 5 
Analog zu 0, und 6, definieren wir noch eine 
E ie Mourn r u u \2 
nergieverlustdicke 63 = [<= [! - (a) dy , (7) 
0 


und H,,—0,/0, sowie als dimensionslose GréBe an Stelle der’ Dissipationsfunktion 


> Lay Ete): “te 


sd : ¥ : =o : ae 
_ XVI. Band 1948. | Wieghardt: Uber einen Energiesatz zur Berechnung laminarer Grenzschichten, 233 
ee RE ECSU CRE re Ow aD 


Dann koénnen wir (6) auch kiirzer schreiben: 


eo d : 
alles ueg ice: iO 2 


Kine solche Energiegleichung besteht iibrigens auch fiir turbulente Reibungsschichten, nur 
(e0) 


. . . . 2 
daB® dort fiir die Dissipation statt wf (5) dy zu schreiben ist: 
re i 


0 
co 3 4 loo) 
[eee =— [5 udy, (9) 
0 0 
wo T jetzt die turbulente Schubspannung bedeutet. Solange jedoch ein allgemeiner Ansatz fiir 
t fehlt, hilft hier Gleichung (6) auch nicht weiter, da zwei neue GréBen, die Arbeit der Schub- 
spannungen und die Energieverlustdicke, durch eine neue Gleichung eingefiihrt werden. 

Rein rechnerisch kénnte man aus (1) auch noch beliebig weitere Gleichungen wie (4) und (6) 
ableiten, z. B. durch Multiplikation mit u" und Integration iiber y, und so die partielle Dif- 
ferentialgleichung (1) durch ein System gewohnlicher ersetzen, Physikalisch anschauliche Aus- 
sagen ergeben allerdings nur die ersten zwei Gleichungen mit n=0 und n=1, namlich die Impuls- 
und die Energiegleichung. 


3. Das Rechenverfahren. Wenn man statt der Grenzschichtgleichung (1) nur die beiden 
durch Mittelung erhaltenen gewohnlichen Differentialgleichungen (4) und (6) erfiillen will, muB 
man fiir jedes Geschwindigkeitsprofil zwei Parameter freihalten, die eben erst aus diesen beiden 
Gleichungen berechnet werden sollen. Welche GréSen man als Parameter einfiihrt, steht zunachst 
frei und ist auch unabhangig von der Wahl der Profilklasse. Als erster Parameter ist, wie in 
mehreren Arbeiten des Lilienthal-Preisausschreibens 1940 gleichzeitig gefunden wurde, besonders 
zweckmaBig die GréBe 


05 05 55 05 
Arie = Ut z* | mit z* = —~ und Bie 222 (10) 
Als zweiten Parameter benutzen wir die dimensionslose Wandtangente 
BR (Maino Widen 
aos Seek i . 11 
? lee) » 9U2 (a) 


Aus dieser GréBe kann namlich der praktisch interessierende Reibungswiderstand und vor allem 
die Ablésestelle der laminaren Grenzschicht, wo (dju/dy))=0 wird, leicht ermittelt werden. Mit 
diesen beiden Parametern lassen sich die Gleichungen (4a) und (6a) umformen zu 


Uz*’=2 2 (24. H,,) A* =F, (A*, 8), | (4b) 
Us* Hi, =2 D* —[e—(Hyp—1) A*] Heg=Fy (A*, ©); Hep = - (6b) 


Nachdem fiir eine bestimmte Profilklasse 01, 02,6; und D* nach den Definitionen (5), (7) 
und (6a) sowie daraus nach (4b) und (6b) die Funktionen F’, und I’, einmal berechnet worden 
sind, geht das Rechenverfahren folgendermafen vor sich. Gegeben seien ein Anfangsprofil an 
der Stelle x) und der Verlauf der AuSengeschwindigkeit abhaingig von der Bogenlange U(x). 
Fiir das Ausgangsprofil, das noch geniigend genau durch eines der zweiparametrigen Profile 
angendhert werde, ist 6, und ¢ zu bestimmen. Daraus folgen dann 2*, 1* und aus Tabellen 
H,(A*, €) sowie F,(A*, ¢) und F,(A*, e). Die Weiterentwicklung des Profils ist dann durch (4b) 
und (6b) gegeben: 2*’=F,/U und H’,.=F,/Uz*. Geht man nun um eine passende Schrittlinge 
Ax langs der Kérperkontur weiter, so wird an der Stelle x; =%)+ Ax: 4 =zy +2*’> /\x und 
(Ho); =(H39)o-+Hin * Ax. Aus 2f ergibt sich Af ; damit wird aus der Tabelle fiir H3, das zu Ai 
und (H,,), gehérige ¢, gefunden, womit jetzt das Profil bei x, bestimmt ist usw. Um unnétig Kleine 
Schrittlingen zu vermeiden, rechnet man zweckmibig mit ,,iiberspringenden Differenzen™, 
indem man z*’ und Hj, rechnerisch oder graphisch fiir x,+} Ax extrapoliert. (Bei sehr groBer 
Schrittlange Ax kann es vorkommen, daB z. B. die Hj,-Werte bei x,_,, x, und der neu berechnete 
Wert bei x,,.; keine geniigend glatte Kurve bilden; in diesem Fall muB der Schritt mit einem 
anderen extrapolierten Wert H), bei x,-+-$ Ax wiederholt werden.) 

Nachdem A*(x) und ¢(x) bekannt sind, kénnen dann die jeweils interessierenden GréBen 1, 
6. usw. aus Tabellen entnommen oder leicht berechnet werden. Ebenso kénnen nachtraglich 
auch die zu y* und ¢ gehorigen Geschwindigkeitsprofile selbst ermittelt werden. Die Stelle, an 
der die Grenzschicht sich ablost, ergibt sich einfach dort. wo ¢(x) verschwindet. 
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Die Gleichungen (4b) und (6b) kénnten auch umgeschrieben werden zu 
2 UA LRP 1. (40) 
i vce 2A 
> (Us* Fg9)=(A* + Fy) Hyet Fo= Fy (A", €) - (6c) 


Jedoch wiirde sich nach diesen Gleichungen das neue (Hg9),,) an der Stelle .«,,; als Quotient 
ergeben, statt als Summe (Hyy), +H), - Ax; dies ist rechnerisch aber unvorteilhaft, da sich H3, 
nur sehr wenig dndert und deshalb sehr genau zu berechnen ist (H45 ist immer nur wenig gréBer 
als 1,5). 

4. Die spezielle, zweiparametrige Profilklasse. Bei der Wahl der Profilklasse wird man ver- 
suchen, moglichst viele Randbedingungen der Gleichung (1) von vornherein zu erfiillen und das 
asymptotische Verhalten der strengen Lésungen fiir y—>co méglichst richtig wiederzugeben. 
Einen Ansatz, der diesen Anforderungen besonders gerecht wird, hat W. Mangler’ gegeben; 
die darin vorkommenden Funktionen sind jedoch fiir den vorliegenden Zweck rechnerisch zu 
kompliziert. Ein anderer Ansatz stammt von A. Walz’, der mehrere exakte Geschwindigkeits- 
profile besonders gut annahert; fiir eine Erweiterung auf eine zweiparametrige Kurvenschar 
scheint dieser Ansatz aber zu usidurchsichtig. 

Rechnerisch am handlichsten ist eine Erweiterung des urspriinglichen Pohlhausen-Verfahrens®, 
also ein Polynomansatz. K. Pohlhausen benutzte ein Polynom vierten Grades: P,; bessere 
Annaherung an bekannte exakte Profile erhielt H. Schlichting* durch Erfiillung von zwei Rand- 
bedingungen mehr mit einem einparametrigen Polynom sechsten Grades: P,. Allerdings haben 


diese Polynomansitze zwei Nachteile. Erstens wird dabei von einem endlichen Wandabstand 


y=0=Grenzschichtdicke ab u=U gesetzt, wabrend bei exakten Liésungen von (1) u sich nur 
asymptotisch U nihert. Aber da die Asymptote praktisch sehr bald erreicht wird, ist die Ein- 
fihrung von 6 physikalisch durchaus zulassig. Mathematisch stellt sie insofern einen Umweg 
dar, als nachher im eigentlichen Rechenverfahren nur mit der Impulsdicke gerechnet wird ; die 
kiinstlich eingefiihrte Grenzschichtdicke 6 mu also nachtraglich wieder beseitigt werden. 

Ein zweiter wesentlicherer Nachteil der Ansdtze mit Polynomen héheren Grades ist der, da 
sie je nach den einmal festgelegten Randbedingungen unter Umstanden bei starkerem Druck- 
abfall versagen. So versagt z. B. das P,-Verfahren von Schlichting im Staupunkt, wahrend das 
Pohlhausensche P,-Verfahren, das zwei Randbedingungen weniger erftillt, dort noch funktioniert. 
Es stellte sich nun heraus, daB auch entsprecheude zweiparametrige Polynomansatze bei Druck- 
abfall meist unbrauchbar sind. Andererseits funktionieren gerade dort im Gebiet des Druck- 
abfalls die einparametrigen Verfahren gut, so da} man vom Staupunkt ab zunachst etwa nach 
Walz,® rechnen kann, und erst von einer gewissen Bogenlange ab — je nachdem, wie stark sich U(x) 
andert — auf das zweiparametrige Verfahren tiberzugehen braucht. Aus der Walzschen Arbeit’ 
(Abb. 4) oder unserer Abb. 5 ist besonders deutlich zu ersehen, daB man bei Druckabfal!l wohl 
mit einem Parameter auskommt, bei Druckanstieg, also vor allem zur Bestimmung der Ab- 
lésung, aber sicher nicht mehr. 

_ Wir setzten also zunachst fiir die Profile u/U ein Polynom siebenten Grades mit zwei Para- 
metern P an, das dieselben Randbedingungen wie das P, von Schlichting erfillte, nimlich 
die fiir die drei ersten Ableitungen an der Wand und am Rand der Grenzschicht. Mit diesem An- 
satz ergab das Verfahren nach 3 zwar z. B. fiir die Howarth-Strémung U=u,—u,x sehr gute 
Ubereinstimmung mit der exakten Lésung, dagegen versagte es schon beim Kreiszylinder. Rech- 
nete man namlich etwa bis zum Druckminimum nach Walz und begann dort mit dem P®%-Ver- 
fahren, so erhielt man nach wenigen Schritten bereits Werte fiir die Funktionen F,, F, und Hy, 
nach (4b) und (6b), fiir die kein physikalisch sinnvolles Polynom P® existierte. 

Inzwischen erschien eine Untersuchung iiber einparametrige Polynomansitze von W. Mang- 


ler’. Danach eignen sich je nach der Anzah! der erfiillten Randbedingungen fiir Druckabfall und 


* W. Mangler, Kin Verfahren zur Beréchnung der laminaren. Reibungsschicht. Lilienthal-Bericht S 10 
(1941), S. 28. 5 

2 Siehe FufBnote 11 von S. 231. 

3 Siehe FuBnote 8 von S. 231. : 

+ Siehe FuBnote 10 von S. 231. 

> Siehe FuBnote 11 von S. 231. : 

6 A, Walz, Naherungsverfahren zur Berechnung der laminaren und turbulenten Reibungsschicht. Um 3060 
(1943), 

7 Siehe FuBnote 11 von S. 231, Abb. 4. 

* W. Mangler, Z. angew. Math. Mech. 24 (1944), S. 251. 
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-anstieg verschiedene Polynome ; 
ferner ist es wesentlich, ob an der 
Wand oder am Rand der Grenz- 
schicht mehr Randbedingungen er- 
fillt werdent. Um run mit dem 
zweiparametrigen Verfahren einen 
moéglichst groBen Bereich gut wieder- 
geben zu kénnen, setzen wir daher 
an Stelle von P folgendes Polynom 
elften Grades P‘> an: 


a1 =n) +4.7+ | 
» (12) 
+A, n24+-A, 73) mit n= sy ; | 

Am Rand der Grenzschicht fiir 7) =1 
verschwinden dann die ersten sieben 
Ableitungen wae fiir y < 7 stets. 


® e 
Die Koeffizienten 4A,, A, und A, 
folgen aus den ersten drei Rand- 
bedingungen ander Wand: 


fir y= 0: 
es U 
as aero OL 


Coe ee 
oy 0 5 


(#5),-0 


woraus folgt 
A,=—a-+8, | 
A,=b—8a+36, (13) 
A,=8b—36a+120. | 


m 
s 


In (12) eingesetzt ergibt das 


wah + af,+ bfs , 


mit 


f=1-—H)(- (14) 
+8 + 3677+ 1207), 


fo=(1—n) 84 (1+8 4+ 3677), 
fs=—UA—n)* 77?(1+ 87). 


Diese Funktionen sowie ihre ersten 
und zweiten Ableitungen sind in 
Abb. 1, 2 und 3. wiedergegeben. 
_ Ferner sind einige Beispiele dieser 


Profilklasse in Abb. 4 gezeichnet. 


1H. Schuh, Zur Theorie der Olkiihler: ih 


Berechnung des Warmeiibergangs bei 
Jaminarer Strémung zaher Fliissigkeiten. 


Lufo-Jahrbuch 1944. 
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Abb. 3. Abb. 4, 


Nach den Definitionen (5), (7) und (6a) wird fiir diese Profile, wobei hier statt bis y —> 00 


bis y=0, also 7=1, zu integrieren ist, 
6,/6 = 0,33333333 —0,04545455 a+0,00606061 6 . (15) 


02/0 = ¢/a=0,07403419 +-0,01491901 a—0,00118583 b | 
. —0,00454811 a?+-0,00120011 ab | (16) 
—0,00008286 b? , 


6,/0  =0,11358582-+-0,01917976 a—0,00166115 b 

—0,00379997 a2-+0,00115574 ab—0,00008902 b2 

—0,000512067 a3-+-0,000202363 a2b —0,000027557 ab? | (17) 
+.0,000001283 83, 


D =2,1406457 —0,43299425 a+0,03567743 b 


| 
-+-0,15922158 a2—0,03670942 ab-+-0,00277164 b2, J ae 
und daraus ies r : Hy = = und D*=D—. 


Kine rechnerische Schwierigkeit besteht darin, da’ man mit den obigen Formeln F,, F, und 
Hy. als Funktionen von a und 6 erhalt, wahrend zur Anwendung Tabellen mit den Eingangs- 
gréBen A* und ¢ benétigt werden; man miiBte also noch eine miihevolle Interpolation in zwei 
Dimensionen vornehmen. Andererseits ist es wegen des komplizierten Zusammenhangs 


be bs 


ae = (2) 20 und e= (2a (19) 


N= 
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unmoglich, 0,/0 nsw. abhangig von A* und ¢ aufzuschreiben. Es mufte daher folgendermaBen 
vorgegangen werden: Aus (19) und (16) kann 4* und daraus dann b bei festgehaltenem ¢ fiir 
verschiedene a aus einer quadratischen Gleichung bestimmt werden: 
e Wee at ay? 
A* = 54 (BF|/B?+4AC) und b=--(<), mit | 
A = 2,07156-10-5, B= (—5,92915 + 6,00053 a) - 10-4, | (20) 


C = 0,07403419 + 0,01491901 a— 0,00454811 a? —¢/a. 


So kénnen z. B. fiir ¢=0,20 durch graphische Interpolation von A* (¢ =0,20, a) diejenigen a-Werte 
gefunden werden, fiir die A4*=0, +0,05, +0,10 usw. wird. Mit diesen a- und den zugehbrigen 
b-Werten wurde dann nach den Gleichungen (15) bis (18), (4b), (6b) F', usw. berechnet. ' 

Das Endergebnis dieser sehr langwierigen numerischen Rechnungen ist in ausfihrlichen 
Zahlentafeln F\(A*, ¢), F,(A*, e) und H,.(A*, e) zusammengefaBt!. Damit hat man nun die Grund- 
lage fiir das in 3 beschriebene Verfahren bei dem speziellen P®-Ansatz fiir das Geschwindig- 
keitsprofil. i 
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Wie oben schon erwahnt, gibt es nicht zu jedem beliebigen 1*, e-Wertepaar physikalisch sinn- 
volle Profile, sondern nur in einem gewissen (A*, £)-Gebiet, das in Abb. 5 durch eine Grenzlinie 


' nach kleinen A4*-Werten abgegrenzt ist. Als physikalisch sinnvoll sind dabei nur solche Profile 


zu betrachten, bei denen u/U monoton von 0 bis 1 ansteigt; insbesondere darf u/U nicht fiir 
<1 gréBer als 1 werden und erst bei 7-+1 wieder auf den Wert | abfallen. Die Grenze nach 
groBen A*-Werten bei festem ¢ ist praktisch ohne Bedeutung; der tabulierte Bereich diirfte zur 
Berechnung von nicht ganz ausgefallenen Grenzschichten geniigen. Ebenso wie bei den ein- 
parametrigen Polynomen gibt es auch hier eine obere e-Grenze: émax = 0,3711; d.h. Grenz- 
schichten mit starkem Druckabfall kénnen auch mit diesem zweiparametrigen Verfahren nicht 
berechnet werden. In Abb. 5 sind dié Bereiche der einzelnen Tafeln fiir F', usw. gestrichelt an- 
gegeben. Ferner sind zwei Kurven ¢(A*) eingezeichnet, die den exakten Profilen von D. R. Hartree 
(U~x+")? und von L. Howarth (U=uy + u, x)* entsprechen. 


5. Beispiele. a) Howarth-Strémung U=u,—u,x. Wir machen mit der Geschwindigkeit uy 
und der Lange u,/u, dimensionslos, so daB U=1—.x wird. Dann ist nach der Howarthschen exakten 
Lisung bei x=0,05 : 6. =0,162, A* =—0,0262 und e=0,1724. Von diesem Profil ausgehend wurde 


‘1 Lichtpausen dieser Tafeln kénnen vom Verfasser bezogen werden. 
2 D. R. Hartree, Proc. Cambridge Phil. Soc. 33 (1937). 
3 Siehe FuBnote 7 von S. 231. 
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Abb. 6. 


die weitere Grenzschicht nach verschiedenen Verfahren berechnet. Die Ergebnisse fiir die di- 
mensionslose Wandtangente ¢(x) werden in Abb. 6 miteinander verglichen. Fiir die einpara- 
metrigen Verfahren ist bei x=0,05 6, allein vorgegeben; da dann ¢(A*) bereits festgelegt ist, sind 
hier schon zu Beginn der Rechnung Abweichungen in ¢ méglich. An der Ablésestelle ist ¢=0; ihre 


Lage x4 ergibt sich nach Pohlhausen P, zu . x~4—=0,160, 
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1 Siehe FuBnote 12 von S. 231. 
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__ Der hier verhaltnismaBig groBe Fehler der Rechnung nach Walz erklirt sich daraus. da 
dabei Hartree-Profile zugrundegelegt sind; wiirde man den e(A*)-Verlauf nach Howarth (vel. 
Abb. 5) benutzen, so ergibe sich natiirlich véllige Ubereinstimmung. 4 

Das e(x) nach dem neuen Verfahren (Schrittlainge A. x=0,01) weicht nach Abb. 6 erst fiir 
x>0,10 von den Howarthschen Werten etwas ab. Dabei ist noch zu beachten, daB Howarth von 
x=0,0875 ab nach einem Naherungsverfahren extrapolieren muBte, da dort in der Nahe der 
Ablésungsstelle die Konvergenz seiner Lésungsreihe schlechter wird. Auch das Gértlersche Dif- 
ferenzenverfahren ergab ein kleineres x4 als nach Howarth. In Abb.7 werden schlieBlich einige 
Geschwindigkeitsprofile mit denen von Howarth verglichen: Es ergeben sich hier erst in unmittel- 
barer Nahe der Ablésung erkennbare Unterschiede. , 


b) Kreiszylinder. Da wir hier mit den Ergebnissen zweier Arbeiten von Gortler! vergleichen 
wollen, die wohl die genaueste Lisung fiir die von Hiemenz gemessene Druckverteilung ergeben, 
schlieBen wir uns Gértlers Dimensionslosmachung an. Dann wird U = x — 6,289- 10-3 x3 
— 4,615 -10-> «° und die Bogenlange x=a/11,75 mit a=Zentriwinkel. Der Verlauf der Wand- ¥ 
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Abb. 8. 


tangente (du/dy)) ber x bzw. a ist in Abb. 8 aufgetragen. Das Walzsche Verfahren (strich- 
punktiert) gibt wieder zu niedrige Werte. Gestrichelt ist die Kurve nach der Differenzenrechnung 
von Gértler; dagegen folgte aus einem ebenfalls strengen, aber umstandlicheren Fortsetzungsver- 
fahren desselben Verfassers die punktierte Kurve. Da wir die zweiparametrige Rechnung nicht 
im Staupunkt beginnen konnten, wurde jeweils bis x=5,5, x=6 und x=6,3 nach Walz, und erst 
von dort ab mit dem P*)-Verfahren gerechnet. Je friiher man mit der zweiparametrigen Rech- 
nung beginnt, desto besser wird natiirlich das Ergebnis; aber selbst wenn man erst bei x =6,3, also 
5° bis 6° vor der exakten Ablésestelle, anfangt, nahert sich der (du/d y)o-Verlauf noch wesentlich 
den anderen Kurven. Fiir die Abliésungsstelle ergibt sich hier 


MAC MIA Zien ee tas WON A= OF 09 Ora et Ai 
Nur Pee at EON AM, 6,73 79,0 
a ee AN al arn et ae 6,76 79,4 
es Re Vy Oriani 6s 79,6 
» ..Gortler (Forts.)-....: 6,77 79,6 

mer taal | es ee 6,80 79,9: 
,, Pohlhausen P, . . 6,94 81,6 
Blasitis= sa 6,98 82,0. 
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1 Siehe FuBnoten 3 und 4 von S. 231. 
2 H. Blasius, Z. Math. Phys. 56 (1908), S. 1. 
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Abb. 9. 


Einige zugehérige Geschwindigkeitsprofile sind in Abb. 9 aufgetragen. Auch hier ergeben sich 
erst unmittelbar vor der Ablésung Unterschiede gegeniiber den Liésungen der partiellen Grenz- 
schichtgleichung. 

c) Elliptischer Zylinder 1:2,96. SchlieBlich wurde noch die Grenzschicht berechnet. 
die G. B. Schubauer'! an einem elliptischen Zylinder mit dem Achsenverhialtnis 1:2,96 ausgemessen 
hat. Streng berechnet wurde diese Grenzschicht fiir die experimentel!] ermittelte Geschwindig- 
keitsverteilung U(x) von K. Schréder? mit seinem Differenzenverfahren. Dieser Arbeit haben wir 
U(x) entnommen und graphisch differenziert (U dimensionslos gemacht mit 1,096 Uy, Up=An- 
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* G. B. Schubauer, Air Flow in a Separating Laminar Boundary Layer. NACA-Rep. 527 (1935). 
* K. Schroder, Beschreibung der laminaren Grenzschicht an einem elliptischen Zylinder bei Zugrunde- 
légung einer. gemessenen Druckverteilung. UM 1024 (1943). 
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a 


stromungsgeschwindigkeit; Langen mit 2b/10, 2b—kleine Ellipsenachse). Abb. 10 zeigt wieder 
den ¢(x)-Verlauf nach unserem Verfahren, wobei bis x=10 nach Walz gerechnet wurde (halber 
Ellipsenumfang x=33,5). Die Ablosestelle liegt 


Mee Gis. Gal. 2 ete. |) bel xg = 18,5, 
on OChkubauer (Exp.) <>. 2.1. 19,9, 
“ide ol a es (ae wea oe ai 21,1, 
sho RO URETIOP Be Bea é 21,4. 


Die Geschwindigkeitsprofile in Nahe der Ablésungsstelle sind in Abb. 11 aufgetragen. Die Er- 
gebnisse der P{?-Rechnung liegen also zwischen denen von Schréder und den Messungen von 
Schubauer. Beim Vergleich mit den Versuchspunkten ist aber zu beachten, daB Schubauer mit 
einem Hitzdraht gemessen hat. Dieser 
gibt namlich als MeBergebnis nur den 
Betrag der Geschwindigkeit, gleich- 
giltig, welche Richtung die Strémung 
hat. In der Nahe der Abldsestelle, wo 
die Strémungsrichtung an der Wand um 
180° dreht, kann man daher zumindest 
in Wandnahe keine Ubereinstimmung 
zwischen der gerechneten Geschwindig- 
keitskomponente u und dem gemesse- 
nen Geschwindigkeitsbetrag erwarten. 
Die Ablésestelle «+4 —19,9 selbst hat “ 
Schubauer visuell dadurch ermittelt, 

daf er aus einer Druckanbohrung im # 
Zylinder Rauch austreten lieB und 

dadurch das Gebiet mit Riickstrébmung 0 
hinter der Ablosestelle sichtbar machte. 


yyRe’ 
22} 
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6. Reihenentwicklung fiir 6, und ¢ 
bei symmetrischer Staupunktstrémung. 
Die in 5 behandelten Beispiele zeigen, 
daB8 das neue Verfahren mit den vor- 
liegenden strengen Methoden durchaus  “F 
konkurrenzfahig ist. So sind z. B. beim 


L=203 


2 ‘Schubauer(Exp.:Yu*+v?) 
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: ; : : : ---- Schréder 
Kreiszylinder die Abweichungen zwi- 2 
schen den beiden ,,exakten‘* Rech- 

; a : u 
nungen von Gértler untereinander von, TRA gtCh Sas ae Te —- 
derselben GréBenordnung wie die zwi- ub 
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ware also vor allem bei experimentell eet 

gefundenem U(x)-Verlauf garnicht mehr 

sinnvoll. Es ist jedoch ein Schénheits- 

fehler, da®B die Rechnung bis ther das Druckminimum hinaus mit einem, wenn auch kleinen 
Fehler behaftet ist, der von der einparametrigen Rechnung herriihrt. Wenn man also nicht nur 
die Ablésegegend genau berechnen will, sondern die gesamte Grenzschicht, so muf man zu- 
nachst vom Staupunkt ab mit der Howarthschen Reihenentwicklung' arbeiten. Der hierzu nétige 
Rechenaufwand kann dadurch etwas verringert werden, daB wir nur A*(x) und é(x) brauchen, 
um daraus aus unseren Tabellen die Profile und deren charakteristische Gréfen zu entnehmen. 
Zur Berechnung von A* und «¢ benutzen wir die Tabellen von A. Ulrich, der in der Reihen- 
entwicklung fiir U einige Glieder mehr als Howarth berechnet hat. Fiir symmetrische Staupunkt- 
stromung 


U=u, x-+u, x8 +u, x°-+u, x’ , 


mit «—Bogenlange vom Staupunkt, erhalten wir dann durch Integration fiir die Impulsdicke 


1 Siehe FuBnote 6 von S. 231. 
- 2 4, Ulrich, Die laminare Reibungsschicht am Kreiszylinder. ZWB-Fo.-Ber. 1762 (1943). 
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I eee I SG a oda gs 2a LS ee 


. 


| 0.29232 u? x? + 0,26692 u, uy x4+ (0.16450 u, u;+ 0,10018 u;) x6 —(0,60224 u, uz — 


OE Way | 
$ : u; U; us 
— 0,37049 uz u;+.0,10733 =) x8 —(0,87723 us u, — 2,40696 - - +.0,97833 ae +4 
u 1 ; al 
; uke ore usu; 
+ 0,70330 u2) «°° — (0.98644 u, u; — 1,86688 DETE: 1. I5 BBS sO AL GA iaeee 
‘ ata Uy uy u, 
— 0,15246 ut nie — (1.05068 12 DAG 683 eee 102702) =o 
‘ uw; u, uy 
3 4 6 4 
+ 1,16326 “#27 — 0,02958-“*" + 0,27701 —+ | ee eli 
u; u; uy 


Fir die Wandtangente findet Ulrich 


(<=) x 2 | 1.23264 uy x-+ 2,8984 uy x°+ (3.8088 u; + 0,7152—*) 29+ (4.6744 wu, + 
dv /o in uy; 
2 2 4 

5 ais 0,603 ae — 0,309 <=)x*| as 


1 u; Uy 


41,4744 “345 + 0.0616 2) xi + (1,517"2"" + 0,581— 
ui 


uy; i 


Aus 0, und (=) ergibt sich dann 4* und «. 


Oy /o0 
Als Beispiel ist fiir den Hiemenz-Kreiszylinder hiernach ¢ fiir x=5,5, 6, 6,5 und 6,75 berechnet 
und in Abb. 8 aufgetragen (x). Hier ist also die Konvergenz der obigen Reihen etwa bis x=6 
ausreichend. Rechnet man ab x=5,5 mit diesem etwas zu groBen e-Wert nach dem P;)-Ver- 
fahren weiter, so kommt man auch sehr schnell wieder auf die genauen Werte (Abb. 8). 


Ein Nachteil dieses Formelsystems besteht allerdings darin, daf8 man bei einer experimentell 
ermittelten U(x)-Verteilung erst ein Naiherungspolynom hierfiir aufstellen mu}; ferner muB man 
zum mindesten fiir gréBere Entfernungen vom Staupunkt wegen der hohen Potenzen in x sehr 
genau, also mit einer Rechenmaschine, rechnen. Bei nicht allzu groben Genauigkeitsanspriichen 
wird man deshalb praktisch doch zunachst nach dem Walz-Verfahren rechnen, und erst in der ~ 
Umgebung des Druckminimums, wo die Fehler der einparametrigen Rechnung betrachtlich werden 
konnen, zu der zweiparametrigen Methode iibergehen. 


7. Zusammenfassung. Analog zur Impulsgleichung wird eine Energiegleichung fiir die Rei- 
bungsschicht bei stationarer, ebener und inkompressibler Strémung abgeleitet. Auf Grund dieser 
beiden Gleichungen wird dann ein zweiparametriges Rechenverfahren fiir laminare Grenz- 
schichten entwickelt, wobei fiir die Geschwindigkeitsprofile ein Polynom elften Grades angesetzt 
wird. Da das Verfahren wenigstens mit diesem Ansatz nicht bereits vom Staupunkt ab angewandt 
werden kann, wird die Grenzschicht zweckmaBig nach dem sehr handlichen einparametrigen 
Verfahren von Walz bis in die Nahe des Druckminimums und erst von dort ab -— im Gebiet des 
Druckanstieges — nach dem neuen Verfahren berechnet. Solange der Druck abfallt, entstehen 
namlich bei dem einparametrigen Verfahren nur geringe Fehler; auBerdem werden diese Fehler 
durch die zweiparametrige Rechnung zum gréBten Teil wieder korrigiert. Auf diese Weise wird 
vor allem das Gebiet der Ablésung mit derselben Genauigkeit wie bei den ,,exakten‘‘ Grenzschicht- 
rechnungen erfaBt, wie an drei Beispielen gezeigt wird. Zur Durchfihrung eines Rechenschrittes 
ist schatzungsweise etwa folgende Zeit nétig: Bei den einparametrigen Verfahren 2-3 Minuten, 
bei dem vorgeschlagenen zweiparametrigen 6-8 Minuten, dagegen bei dem Differenzenverfahren 
nach Gértler etwa 1 Stunde. ; 


(Eingegangen am 20, Mai 1947.) 
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Anwendung des Energiesatzes von Wieghardt auf einparametrige 
Geschwindigkeitsprofile in laminaren Grenzschichten. 


Von A. Walz in Emmendingen. 


1. Einleitung und Aufgabenstellung. Bei den iiblichen Naherungsverfahren zur Berechnung 
laminarer Grenzschichten', ®, * werden klassifizierte Geschwindigkeitsprofile u(y) beniitzt, 
deren Form der Einfachheit halber durch einen einzigen Parameter A* gekennzeichnet wird. Mit 


Hilfe des Impulssatzes und der aus der Prandtlschen Grenzschichtgleichung folgenden Rand- 
bedingung 

es ee 

0 (y/0s)? Jy=o ase? 

(02=Impulsverlustdicke) gelingt es dann, die Aufeinanderfolge dieser Geschwindigkeitsprofile 
und ihre Ausdehnung in y-Richtung (die Dicke der Reibungsschicht) zu einer gegebenen Ver- 
teilung der Potentialgeschwindigkeit U(s) in Strémungsrichtung (Abwicklungslinge s) zu be- 
rechnen. 

K. Wieghardt* beniitzte neuerdings auBer der Impulsbedingung und der Randbedingung 
A* =U’ 03/y auch noch eine Energiebedingung und konnte dann auf Grund der neu hinzukom- 
menden Gleichung die Geschwindigkeitsprofile mit zwei Parametern festlegen. Dadurch wird 
das Ergebnis der Grenzschicht-Berechnung verbessert, der Rechnungsaufwand allerdings 

_vergréfert. 

Halt man, um die Rechnung zu vereinfachen, an der Einparametrigkeit der Geschwindig- 
keitsprofile fest, so ist eine Nutzanwendung des Energiesatzes neben dem Impulssatz nur méglich, 
wenn man darauf verzichtet, die Randbedingung 4*=U’03/y zu erfiillen. Es soll nun durch 
Beispielrechnung nachgepriift werden, ob es Vorteile bietet, bei einparametriger Rechnung die 
Wieghardtsche Energiebedingung an Stelle der Randbedingung /* = U’63/y zur Bestimmung des 


Formparameters zu beniitzen. 
2. Ableitung der Formeln. Wieghardt findet die Beziehung. 
Pee’ GO Bs OF ee four, 
oe: ear ay (So) ay (1) 
0 0 
(Energiestromverlust je Langeneinheit = Dissipation in der Langeneinheit). 
s 


Mit der Definition einer 


Energieverlustdicke 6, = / a p as (=) | dy (2) 
und der bekannten Definition der ‘ ) 

Impulsverlustdicke 4) = Bh t(1— 47) dy (3) 
und der ‘a 

Verdrangungsdicke 6, = J (1- +t) ay (4) 


kann (1) auch wie folgt geschrieben werden: 
Ld 4 (yg) FAHD? ays 5 
SUE de WU oe f\ wore d(y/5.) - (5) 

0 


1 Pohlhausen, Z. angew. Math. Mech. 1 (1921), S. 252. : 

2 H. Holstein, T. Bohlen, Uber die laminare und turbulente Reibungsschicht. Preisarbeiten zum Preis- 
ausschreiben 1940 der Lilienthal-Gesellschaft fiir Luftfahrtforschung, Bericht S. 10. : hay 

3 4, Walz, Naherungsverfahten zur Berechnung der laminaren und turbulenten Reibuvgsschicht. UM 
Nr. 3060 (1943). 

4 K. Wieghardt, Ing.-Arch. 16 (1947), S. 231. 
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F Fiihrt. man schlieBlich noch die 
iiblichen Abkiirzungen 
5 
5, 7 Ae- (6) 
OFee 
Oy aa Hp, (7) 
o8 
a a a = 2 ? (8) 
i\ sowie 
iN Bealercinili ve 
i (dimensionslose Wandschub- 
spannung) 
und 
fp a(u/ty 7? 
ep | [a(yid.) (10 
J 3 (y/6s) (y/62) (10) 
(dimensionslose Dissipation) 
ein, so geht (5) iiber in eine 
gewohnliche lineare Differential- 
gleichung fiir H,,: 
cies ieee ed Ue 
ds fe Hee rad ae (ui) 
1 2D 
a py Ae 7 1)| o, Q6ee = 0 


Dabei ist gleichzeitig die Impuls- 
gleichung (12) verwertet. Die 
GréBen H,,, e* und D* sind fir 
eine bestimmte einparametrige 
Klasse von Geschwindigkeitspro- 
filen eindeutige Funktionen der 
als Formparameter aufzufassen- 
den GréBe H,,, die ihrerseits in 
einem festen Zusammenhang mit 
dem gebrauchlichen Formpara- 
meter /* — Re wo] steht. 

0 (y/02)” Jy=0 
Auf die aus der Prandtlschen 


Abb. 1. Kurvenblatt zur graphischen Integration der Differentialgleichung : a 
GH, F (Hew /* p,) i Grenzschichtgleichung folgende 


ds Un 
Graphische Darstellung der Funktion H,, (Hs, 2* Pr) fiir Hartree-Profile. 


Setzung A* = U’ 6;/y wird hier, 
wie schon erwahnt, verzichtet. 
Es bietet jedoch fiir das Rechnen 
mit (11) Vorteile, U’02/y als Hilfsgrée zu beniitzen. Man kann namlich dann (11) in der Form 


Te ees (Hes — 
erin. Tar ae ae | ) 


U’ 03 
a) 


schreiben und die Funktion F mit U’03/y =A}, als Parameter ein fiir allemal graphisch darstellen 
(Abb. 1 fiir Hartree-Profile). 


In (11a) kommt noch die unbekannte GréBe 2* =63/y bzw. Uz* vor. Wir brauchen also noch 
eine zweite Gleichung. Diese liefert uns in bekannter Weise der Impulssatz 
dU 1 
dis (thy 


d(Us* 
Cs Ua" (2a 2e*= 0. (12) 
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Gleichung (12) kann unter der Voraussetzung eines abschnittsweise linearen Geschwindig- 
keitsverlaufs 

ji U; — Ui- 

Us U;.4 +- k(s — Si-1). a ee 


Sj — Si-1 
(Index i-1: Anfang, Index i: Ende eines Abschnitts s;—s;.; =A s) 
integriert werden. Man erhalt dann 
. (Uz*); = (Us*):; A+ BAs, (13) 


wo A und B fiir eine bestimmte Klasse von Geschwindigkeitsprofilen ein fiir allemal angebbare 
Funktionen des Formparameters Hy, und des Verhaltnisses U;.,/U; sind: 


Uji-1\3-+2 A U; é 
* 7 (a) ; Die , Ui 2+ Ay» ee) 
= aR 
it 2 ee 
Bo Hy, = fi(H32), &* = fo(Hg9) - 


A und B sind in Zahlentafel 1 fiir die Hartree-Profile tabelliert. 

In Zahlentafel 2 ist der Zusammenhang zwischen den GréBen Hz,, A*, Hy., e* und D* fiir die 
Geschwindigkeitsprofile von Hartree und Pohlhausen (P,) angegeben. 

Um Zahlentafel 1 beniitzen zu kénnen, teilt man also die vorgegebene Kurve U(s) in 
solche (hinreichend kleine) Abschnitte auf, daB U;.;/U; die in der Zahlentafel enthaltenen runden 

Werte annimmt. 

Far die Lésung von (lla) durch graphisches Integrieren legt man der ganzen Rechnung 

zweckmaBig das folgende Rechenschema zugrunde: 


oe (3)in Cal ni om Nia prea Ave forcast bon 
-+(1)) | | 4 ©) ei 5) (schatzen) | | 


ay | a 
| | 


U 4 
mit der Geschwindigkeitsverteilung wT festliegende Werte. 
oe) 


Wie Se PD 
aus Zahlentafel 1 
za entnehmen. 


| (10 | (11) 7% | | _ dH sp ae | ee hee 
Be nae (ara 0) SPO Oe) oa) | ON=5 


(16):.1 (8): (16): (10): | Bay mate (13) | ccleaner FER RIS) ise: 
= eee 11 | F(H,s, A ,) oe F155 (s) Uz (s) 
pe) a : a | ‘ (11) endgiiltig | endgiiltig V vor 


nea © 


BED eat Lah 
aus Kurvenblatt 
Abb. 1 zu entnehmen. 


3. Beispiele. In Abb. 2 ist fiir die Howarth-Strémung U =1—s die nach verschiedenen Rechen- 

verfahren gewonnene dimensionslose Wandschubspannung. 
, et 5 | 
0 (y¥/92) Jy=o 
liber der Abwicklung s aufgetragen. (e*=0 bedeutet laminare Abliésung). Zundchst ist zu er- 
kennen, daB die Rechnung mit zwei freien Parametern, namlich A* und e*, von Wieghardt (diinn 
ausgezogene Kurve) recht gut mit der exakten Rechnung von Howarth (diinn gestrichelt) tiber- 
einstimmt. Die starksten Abweichungen von der exakten Rechnung ergeben sich mit den ttblichen 
einparametrigen Naherungsverfahren, die mit der Bedingung A* = U'6;/y bei Beniitzung der 
16* 


ae ee se = 


wa, 
Gee <n 
5. = 


i eee 


— 
—- 


v — 

7: re 

Ba Nie 
* 


~ 
Ee 


let 


Sinn Ast Bas 
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x 
an 
pox Cae 


Ths Sa kee Dd oe xed 


‘Pn > + - ee 


246 Walz: Anwendung des Energiesatzes von Wieghardt. Ingeniear-Archiv 


9200 | : ” 
| | | 
Q175 Sa at We ts i ie = 2 ie 
Eke 
9,150 =} aaa = 
| 
| | 
. 0 125 i's —+-——__ + 
m | | | 
3 0,100 S-- : 
Se | 
i ’ << 
¥ 9075 ra “ : 
. 4 SY 
4 | x 
He 9050 = Sa 
cs x Howarth (unendliche Reihe) K 
0025 | \. x 
Pees Millikan \ | \ ‘| \ Gartler (Diferenzenverfahren) N : 
Xj * | | 
g | Li | NC ERR ESS Sl Geen Are | ete ee 
— | a 709. ~«O1 On On 078 On 015 016 


0 (u/ WU) 


Abb, 2. Rechenbeispiel: Howarth-Str6mung U=1—s. Verlauf der dimensionslosen Wandschubspannung ¢* — a Se | itber s. 
d ¥/03 4ty—0 


Vergleich der mit verschiedenen Rechenverfahren erhaltenen Ergebnisse. 
, 


Pohlhausen P,-Profile zu spate laminare Ablisung, bei Beniitzung der Hartree-Profile hingegen 
zu frithe Ablnsune liefern. Verzichtet man auf die Bedingung A4*=U’63/y und erfillt dafir 
die Wary eiebedanetae (11) baw. (1la) mit Beachtung der Impulsbedingung (12), so riicken 
sowohl die mit Hartree-Profilen als auch mit Pohlhausen P,-Profilen gerechneten Niaherungs- 
Me lésungen e*(s) wesentlich naher an die exakteren Lésungen von Howarth und Wieghardt -heran 
ere (dick ausgezogene Kurven). 

Abb. 3 zeigt einen entsprechenden Vergleich von Reshonereebmesen fiir das ebenfalls be- 
kannte Beispiel der Strémung um einen elliptischen Zylinder, die von Schubauer auch experi- 
mentell untersucht wurde. Auch hier erweist es sich, wenn man einparametrig rechnen will, fiir 
heide gewahlten Klassen von Geschwindigkeitsprofilen als besser, die Energiebedingung an Stelle 


3 028 i a 5: ee eres 
TR 
U > S 
7.20}- 020 { ° Ses) 
b Sy. ee 
\ 


Qo4 srl x Be 
Schubaver r\ . Schroder 
] (Experiment) set (bif,-Verf) ie 
1,06 sip Refer OES 
0 25 50 75 190 125 750 175 200 225. 250 


Abb. 3. Rechenbeispiel: Elliptischer Zylinder (Schubauer). Verlauf der dimensionslosen Wandschubspannung ¢* iiber der Abwicklung s. 
Vergleich der mit verschiedenen Rechenyerfabren erhaltenen Ergebnisse. 
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Zahlentafel 2. 


Zusammenhang zwischen den charakteristischen Kenngrépen der laminaren Grenzschicht. 


1. fir Geschwindigkeitsprofile von Hartree. 2. fiir Geschwindigkeitsprofile von Pohlhausen (P,). 
1,5184*) | —0,0682 | 4,038 0 0.1569 1,5275*) | —0,1570 | 3,500 0 0.1568 
1,5200 —0,0660. | °3,685 | 0,028 | 0,1567 1.5280 | —0,1545 | 3,460 | 0,0050  0,1569 
1,530 —0,0534 3,173 0,093 | 0,1580 1,530 —0,1440 | 3,340 0,0255 | 0,1570 
1,540 —0.0406 2,965 0,131 | 0,1609 1,540 —0,0990 3,000 0.1010 | 0,1596 
1,550 —0,0280 | 2,810 0,162 0,1640 | 1,550 —0,0625 | 2,810 0,154 0,1638 
1,560 —0,0150: | 2,696 0,190 | 0,1682 1,560 —0,0310 | 2,670 | 0,195 | 0,1686 
1,570 |, 0,0015,,| 2,603 | 0,217-. | 0,1727 1,570 | —0,0035 | 2,565 | 0,230 | 0,1739 
ISS 02%) 0 2,591 | 0,220 0,1732 Tse te) 0 | 2,959 ° | 0,235 0,1745 
1,580 0,0104 2,920 0,240 | 0,1771 1,580 0,0225 | 2,480 0,263 0,1795 

} 
1,590 0,0232 2,460 0,263 0,1820 1,590 0.0470 | 2,400 0,294 0,1857 
1,600 0,0360 2,400 0,284 0.1870 1,600 0,0695 | 2,330 03323) |= 031925 
1,650 0,0994 | 2,175 | 0,379 | 0,2132 1,610 0,090 2.270 | 0.350 | 0,2008 
1,700 0,163 2,075 0,463 0.2390 | | 


*) Wert fiir laminare Ablésung. 
**) Wert fiir Strémung ohne Druckgradient (ebene Platte). 
***) Es ist fiir die Geschwindigkeitsprofile yon Hartree 2* ~ 1.272 H,s.—2,000. 


der Bedingung 4* = U’0;/y zu erfiillen (die einparametrige Rechnung mit dem bekannten PoAl- 
hausen- P,-Verfahren liefert mit der Bedingung 1* = U’6;/y im Widerspruch zum experimentellen 


Ergebnis ttberhaupt keine Ablésung). 


4. Zusammenfassung. Das zweiparametrige Rechenverfahren fiir laminare Reibungsschichten 
von K. Wieghardt, das auSer dem Impulssatz auch noch eine Energiebedingung beniitzt, wird 
zur Vereinfachung der Rechnung in ein einparametriges Verfahren abgedndert. Dabei mu aber. 
um eine Uberbestimmtheit der Aufgabe zu vermeiden, auf die Erfiillung der Bedingung 2* = U’62/ 
(Randbedingung aus der Prandtlschen Grenzschichtgleichung) verzichtet werden. 


Mit diesem abgeinderten Rechenverfahren durchgefihrte Beispiele lassen folgendes erkennen: 


1. Es wird eine wesentliche Verbesserung der Rechenergebnisse gegeniiber bisherigen einpara- 
metrigen Rechenverfahren erreicht. ; 


2. Der Kinflu8 der gewahlten Klasse von Geschwindigkeitsprofilen auf das Rechenergebnis wird 
durch Erfiillung der Energiebedingung an Stelle von 1* = U’6;/y wesentlich herabgesetzt, d.h. 
man kann z. B. die Pohlhausen-P,-Profile durch Hartree-Profile ersetzen, ohne daB sich durch 
diese Vertauschung im Verlauf der Wandschubspannung und fiir die Stelle der laminaren Ab- 
lésung groBe Unterschiede ergeben. 


Aus diesen Rechnungen kann geschlossen werden, daB die Erfiillung der Energiebedingung 
in der Regel wichtiger sein wird als die Erfiillung der Randbedingung 4* = U’ 62/y aus der 
Prandtlschen Grenzschichtgleichung. Zur Erklarung dieses Ergebnisses ist folgendes zu sagen: 


Die Bedingung 2*= U’63/y wahlt fiir jede Stelle s die Geschwindigkeitsprofile aus der be- 
niitzten Profilklasse so aus, daB ihre Form u(y) in Wandniahe mit der Aussage der Prandtschen 
Grenzschichtgleichung tibereinstimmt. Erfiillt man an Stelle von 4* =U’ 63/» den Energiesatz, so 
ist dafiir gesorgt, daB man Geschwindigkeitsprofile erhalt, die im Mittel iiber die ganze 
Grenzschichtdicke richtig sind, was offenbar fiir die Gewinnung einer richtigen Wandschub- 
spannung und damit auch der richtigen laminaren Ablésestelle wesentlich ist. 


(Eingegangen am 20. Mai 1947.) 


Einfluf der Elastizitait der Gase auf die Wirkung von Schaufelgittern. 


Von A. Betz in Géttingen!. 


1. Einleitung. Bei Strémungsmaschinen werden durch Umlenkung der Strémungsrichtung 
und die damit verbundene Anderung der Strémungsgeschwindigkeit Anderungen des Druckes 
und Kraftwirkungen auf die umlenkenden Schaufeln erzeugt. Als vereinfachten Vorgang pflegt 
man die Strémung durch ein Schaufelgitter zu betrachten, das aus einer geraden unendlichen 
Reihe von lauter gleichen zylindrischen Schaufeln in gleichem Abstand besteht. Man erhalt dabei 
eine Strémung, welche in Ebenen senkrecht zu den Gitterschaufeln verliuft und in allen diesen 
Ebenen gleich ist, also eine sogenannte ebene Strémung. Ein wesentlicher Vorteil dieser ver- 
einfachten Anordnung besteht darin, daS man das Koordinatensystem so wahlen kann, da8 das 
Gitter ruht und nur die Fliissigkeit sich bewegt, da®8 man also eine stationdre Strémung erhalt. 
Bei nichtzusammendriickbaren Fliissigkeiten ergeben sich hierbei sehr einfache Beziehungen zwi- 
schen der vom Gitter bewirkten Ablenkung der Strémungsrichtung, den Driicken vor und hinter 
dem Gitter und den Kraftwirkungen. Wenn bei zusammendriickbaren Fliissigkeiten die Druck- 
unterschiede merkliche Dichteanderungen zur Folge haben, so werden diese Zusammenhinge 
weniger iibersichtlich. Im folgenden sollen diese Einfliisse der Dichteinderung untersucht und 
die Ergebnisse in Schaubildern einer bequemen Verwendung zuganglich gemacht werden. Die 
Ergebnisse sind fiir Geschwindigkeiten sowohl unter wie tther der 
Schallgeschwindigkeit dargestellt. Dabei mu aber dahingestellt bleiben, Mere 
wie weit sich bei Uberschallgeschwindigkeit solche Gitterstrémungen ae Pe 
iiberhaupt verwirklichen lassen. i 


ty 

2. Verlustlose Vorgange. Wir bezeichnen die Geschwindigkeit der ve y a 
Strémung mit w, ihre Komponente parallel zur Gitterrichtung mit wu oe {5 

und die Komponente senkrecht dazu mit v. p und o sind Druck und 

Dichte der Flissigkeit. Die Werte vor dem Gitter erhalten den Index 1, a, 

die hinter dem Gitter den Index 2. Abb.1 zeigt ein Gitter mit den } Pr 

entsprechenden GréBen. Mit dem Index o wollen wir die GréBen be- 


S 5 , 3 : Abb, 1. Fligelgitter. 
zeichnen, die der Geschwindigkeit Null entsprechen. Sen 


Zunachst wollen wir von Energieverlusten beim Durchstriémen des Gitters absehen. Bei kon- 
stanter Dichte, also bei nicht zusammendriickbarer Flissigkeit, ist dann auf Grund der Bernoulli- 
schen Gleichung? 


eee 2 2 Qe AY 
be laa (uy + U1) = Pot 2 (uw, + 03) = Po- (1) 

Da auBerdem ebensoviel Fliissigkeit zu- wie abstrémen muf, ist 
: Cine e0) 2 (2) 


so da®B wir die einfache Beziehung 


ws 


wls 


Dee Pe =H 
ip Winer ysl ila ao 


erhalten. Ist t der Abstand der Schaufeln, die sogenannte Gitterteilung, so ergibt sich die Kraft 
auf eine Schaufel von der Lange Eins senkrecht und parallel! zur Gitterrichtung zu 


P, =(p.— ps) b= | (wg) t (4) 
P, = 0v(u,—uy) t. (5) 


Ist die Dichte nicht konstant, so ergeben sich in zweifacher Hinsicht Abweichungen von 
diesen einfachen Zusammenhangen: Einmal tritt an Stelle der Bernoullischen Gleichung (1) die 
allgemeine 


und 


; Pi Po 
5 (ui 4 e+ ‘| - ¥ z (u2 4 02) + if oP (6) 
Po Po 
1 Diese Arbeit war in der Festschrift der Deutschen Akademie der Luftfahrtforschung zum 70. Geburts- 
tag von Professor Prandtl (4. Februar 1945) enthalten, die aber vor ihrer Ausgabe vollstandig durch Feuer 


vernichtet wurde. ; one 
2 4, Betz, Tragfliigel und hydraulische Maschinen. Handb. d. Phys., Bd. VII. 5. 232, Berlin 1927. 
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AuBerdem ist wegen des Dichteunterschiedes vor und hinter 
dem Gitter nicht mehr v,=v,, sondern 

Or Vir C2, Vai: (7) 
Durch Berechnung des Integrals /dp/o in der verallge- 
meinerten Bernoullischen Gleichung (6) ergibt sich als Zu- 
sammenhang zwischen p, 0 und w?=v?-+u® die bekannte 
Beziehung+ 


(Pipe) = (ole)? = 1-5 (2) "9 @) 


wobei a, die Schallgeschwindigkeit im Gas bei der Geschwin- 
digkeit Null, und x das Verhaltnis der spezifischen Warmen 


bei konstantem Druck und bei konstantem Volumen ist. Fiir 


Luft ist x=1,4. \ (9) 


gare & + 
16 ——+- 
re 
| 
| 
98 ; 
ERS ROT RS RN a (Re SRI le 
Abb. 2. Zusammenhang zwischen Abb. 3. Abhangigkeit der DurchfluBkomponente v vom Druck. 


Geschwindigkeit und Druck. 


Dieser Wert ist den weiteren Rechnungen zugrunde gelegt. Der Zusammenhang zwischen Druck | 


und Geschwindigkeit ist in Abb. 2 dargestellt?. Nach der einfachen Bernoullischen Gleichung fiir 


zusammendriickbare Gase wiirden wir 


ea as 2 2 
ee 00 
a 2% ay 29 ay Po x Po 
erhalten. Auch diese Beziehung ist in Abb. 2 eingetragen, sie ergibt eine Gerade. Der Unter- 
schied zwischen dieser Geraden und der Kurve stellt den Einflu® der Elastizitat der Gase dar- 


Da im bewegten Gas die Temperatur niedriger ist als im ruhen- 
den, ist auch die Schallgeschwindigkeit niedriger. Wenn das Gas 
mit der Schallgeschwindigkeit strémt, ist daher w/a) nicht 1, sondern 
0,913 und (w/a))?=0,833. Dieser Zustand ist in Abb. 2 durch eine 
gestrichelte Linie bezeichnet. 


In Abb. 3 ist der Zusammenhang zwischen v und p dargestellt, 
der sich auf Grund der Kontinuitatsgleichung (7) ergibt, wenn wir 0 
nach (8) durch p ersetzen: 


el eae a) 


Abb. 4. Zerlegung der Geschwindig- 


Letwinihre Komponcateh nando aber sollvdersladex)a irgendermen festgehaltenen Ausgangszustand | 


bedeuten. 


Zur iibersichtlichen Darstellung der Zusammenhange zwischen den Geschwindigkeitskompo- 
nenten uw und v und dem Druck bei einer Gitterstrémung tragen wir u/a als Abszisse und v/a, als 


Ordinate auf (Abb. 4), Punkte konstanter Geschwindigkeit w= |u?- -+ v® liegen dann auf Kreisen um 


1 Hiitte, 27. Aufl. Berlin. Wilhelm Ernst u. Sohn 1941, S. 517. 
> Fiir die Berechnung und Aufzeichnung der Schaubilder danke ich Herrn Dr. Krahn. 


csp) 
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den Nullpunkt. Ein Fahrstrahl nach irgendeinem Punkt des Schaubildes gibt GréBe und Richtung 
_ der Geschwindigkeit wan. Abszisse und Ordinate sind die Komponenten wund v von w. Da zu jedem 
Wert von w/a, ein bestimmter Wert von p/p, gehort, so hiegen die Punkte konstanten Druckes auf 
 Kreisen um den Nullpunkt. In Abb. 5 ist eine Schar solcher Kreise mit dem Parameter P/p 
dargestellt. Wir kénnen demnach aus diesem Schaubild den Zusammenhang der GriGen ae 
v/dy, w/a, P, P/Py ersehen. Wenn zwei dieser GréBen, die voneinander unabhangig sind, gegeben 
sind, kénnen wir die iibrigen daraus ablesen. Auch hier ist der Kreis mit dem Radius w/ay=0,913 
bei dem w gerade mit der Schallgeschwindigkeit iibereinstimmt, gestrichelt hervorgehoben. 


Vi: 


Bei konstanter Dichte 
ware beim Durchgang ag 
durch das Gitter die at seit SN ENNELIET RiSEAIA ae eo 
Geschwindigkeitskom- ee Nees Psa | 
ponente v konstant. Wir pened | 
wirden uns daher in dem A ; : uiPeaiice 
Schaubild jeweils von Se ee So sis Bie as Sa 
dem Ausgangswert uy, v, 20 
auf einer Parallelen zur 
Abszissenachse weiter- | 
bewegen. Da nun aber 18|— = Fe 
wegen der mit dem 
Druck p veranderlichen L 
Dichte sich die Ge- ” rae Sara vie lee N 
schwindigkeit v gemafB - ae a aS ee eee ze 
(11) andert, so bewegen 
wir uns auf einer Kurve, 
die auf Grund von (11) pa 4 < lie 
leicht zu berechnen ist. 12-—— es 
In Abb. 5 ist nun eine vie | aes 
Schar solcher Kurven eet a ONG eS 
mit dem Parameter va/a, ater) 
eingetragen, wobei a SM mess Ea! : RAs 
jetzt der Wert von v sO Ae iy Ti 
im Unterschallgebiet ist, Ss ce se 
welcher der Tangential- : 
geschwindigkeit wu =0 06 —_s 
entspricht. ; | IOAN 


Wenn wir von irgend- | is 
einem Anfangszustand Ne | alae Sh al SINE oN ee 
vor dem Gitter u,, v, x y= oo ee eee 
P, ausgehen, so kénnen ee = le hee ne We 
wir aus dem Schaubild A | \ | | eat | 
ohne Miihe die Werte ie ae Petal: | bees [Nec ee eee le | u 
hinter dem Gitter fin- fas ras Pan Sia Lt it a _ 
den, wenn wir eine dieser 
GréBen, z. B. us, fest- Abb. 5. Leitlinien fiir die Zustandsinderungen. 
legen. Wir brauchen nur 
langs der durch den Ausgangspunkt gehenden Leitkurve va/aj=konst. bis zu dem betreffenden 
neuen Wert, also etwa u, weiterzugehen, und kénnen dann die iibrigen Werte ablesen. 
Anstatt der Anderung von u, auf u, kénnen wir aber auch die Anderung des Druckes p 
oder die der Strémungsrichtung g = are tg v/u festlegen und erhalten in gleicher Weise die 
iibrigen Groéfen. 


Aus Abb.5 ist zu ersehen, da im Unterschallbereich einer VergréBerung des Richtungs- 
winkels p eine Drucksteigerung, im Uberschallbereich aber eine Druckerniedrigung entspricht. 
Bei der Schallgeschwindigkeit selbst fallt die Richtung der Tangente an die Leitkurve mit der 
Richtung der Geschwindigkeit w zusammen. In diesem Zustand gehért zu einer kleinen Ge- 
schwindigkeitsanderung keine Richtungsinderung bzw. ist schon mit einer sehr kleinen Rich- 
tungsanderung eine erhebliche Geschwindigkeitsanderung verbunden. 
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3. Vorgiinge bei Energieverlust. Bei den bisherigen Uberlegungen hatten wir vorausgesetzt, 
daB beim Durchstrémen des Gitters kein Energieverlust, d. h. keine Umsetzung von Strémungs- 
energie in Warme erfolgt. Fiir Vorgange ohne Dichteinderung kann ein solcher Energieverlust 
in sehr einfacher Weise durch Hinzufiigen eines zusatzlichen Druckabfalles p* zur Bernoullische 
Gleichung beriicksichtigt werden!. Wir erhalten dann 


Pit $ (uit vf) = Pot (us + 0) +P*. (12) 


Um uns die entsprechenden Verhiltnisse bei Vorgingen mit merk- 
lichen Dichtedinderungen klar zu machen, wollen wir zunachst einen 
einfacheren Vorgang betrachten (Abb. 6). In einem Rohr befinde 
EAL i Where sich ein Korper K, welcher der hindurchstroémenden Flissigkeit 

mechanische Energie entzieht, z.B. ein Sieb oder ein poréser Stoff. 
Infolge des Widerstandes dieses Kérpers fallt wenigstens bei Unterschallgeschwindigkeit der 
Druck um den Betrag p* ab. Ist der Druck vor dem Kérper p, so ist er dahinter p—p*. 


Infolge der Druckabsenkung findet auch eine Verminderung der Dichte statt. Der Betrag 
der Dichteanderung sei 9*. Da der Rohrquerschnitt vor und hinter dem Korper gleich ist und 
durch ihn ebensoviel zu- wie abstrémt, so mu die Geschwindigkeit hinter dem Kérper im 
umgekehrten Verhiltnis gréBer sein als die Dichte kleiner wurde. Sie sei v+v*. 


Um die Zusammenhange zu tibersehen, denken wir uns die Strémung vor dem Verlustkérper 
aus der Ruhe verlustlos entstanden. Die ruhende Luft hat dann den Druck po, dessen Zusammen- 
hang mit dem Druck p und der Geschwindigkeit v durch die Gleichung (8) bzw. durch Abb. 2 
und 5 gegeben ist. Entsprechend denken wir uns die Strémung hinter dem Kérper verlustlos zur 
Ruhe gebracht, und erhalten auf Grund der gleichen Beziehungen als Druck des ruhenden Gases 
Po—Po - Der Druckunterschied pj ist dann ein sinnvolles MaB fiir den Verlust an mechanischer 
Energie. 


Da bei diesen Vorgingen nach auBen keine Energie abgefiihrt, die Gesamtenergie vor und 
hinter dem Widerstandskérper also gleich sein muB, erhalten wir fiir diesen Zustand des ruhenden 
Gases, das einmal den Druck py, das andere Mal den Druck py—pj} hat, gleiche Temperatur. 
Wahrend bei verlustloser Druckabsenkung durch eine adiabatische Ausdehnung mit dem Druck 
auch die Temperatur sinkt, entsprechend der bei der Ausdehnung geleisteten Arbeit, bleibt sie 
hier unverandert, indem der in Warme umgesetzte Verlust an Druckenergie das Gas gerade 
so viel erwarmt, dafs die Temperaturabsenkung, die bei verlustloser Ausdehnung auftreten 
wiirde, dadurch wieder ausgeglichen wird. Wegen der gleichen Temperatur verhalten sich die 
Dichten wie die Driicke. Es ist also 


Corr Ons PsP (13) 
0 Po 
oder 
5 y * 
ob = 20g (14) 
0 


AuBerdem ist wegen der gleichen Temperatur auch die Schallgeschwindigkeit a) in beiden Zu- 
standen die gleiche. 

Setzen wir den Druck teilweise in Geschwindigkeit um, so erhalten wir den Zusammenhang 
auf Grund der Gleichung (8) und der Schaubilder 2 und 5. Wir miissen nur fiir die Zustande 
hinter dem Widerstandskérper anstatt des Verhaltnisses p/p, jetzt (p—p*)/(Po—p,) setzen. 
Uns interessiert nun, welchen Druck p—p* und welche Geschwindigkeit v--v* wir in unserem 
Rohr hinter dem Widerstandskérper erhalten. Wir haben dafiir die Bedingung, da® hinter dem 
Widerstandskérper bei gleichem Rohrquerschnitt dieselbe Gasmasse abflieBen mu, wie vor dem 
Widerstandskérper zuflieBt. Es muB also 

ev=(9—@") (v+e*) (15) 


oder \ 
ov* ~ vo* (16) 
sein. Dabei haben wir in (16) das Glied 9*v* vernachlissigt, da wir voraussetzen wollen, daB die 


Knergieverluste klein gegeniiber den gesamten Energieumsetzungen sein sollen. 


' A, Betz, Tragfliigel und hydraulische Maschinen. Handb. d. Phys. Bd. VII. S. 234, Berlin 1927. 


XVI. Band 1948. Betz: Einflu8 der Elastizitat der Gase auf die Wirkung von Schaufeleittern. 253 
I Ea ee Pd 


Da bei verlustloser Umsetzung 0/0) nach (8) von 
v/a) abhangt, ist auch 


ov v 
reicglemd (17) 
allgemein als Funktion von v/a, darstellbar. Abb. 7 
zeigt diesen Zusammenhang. Das Produkt ov und 
die Schallgeschwindigkeit a, sind vor und hinter 
dem Kérper unverandert, aber 0, geht hinter dem 
Kérper in 09—@ * tiber. Dementsprechend wird die 
als Funktion von v/a, darstellbare Grobe 0v/09 A 
im Verhialtnis @ /(0)— 0°) gréBer. Ist vor dem 
Widerstandskérper 0v/0)a)=f(v/a 9) gegeben. so ist 
hinter ihm 


frprapCE") is (o—¢") Gwe OV 10s | 


a (eCo—0%) a% 2 09% Qo- 0% 
aes ey eee oe er 2 (18) 
ail) Po P* mle (1 : Be: | 
Damit wird 
nd tase (19) 


me 
2 Po 
Wenn wir auf der Kurve f(v/a)) von einem Aus- 
gangspunkt f, zu einem Punkt f,=f,+f* iiber- 
y Ov > - . 
Abb. 7, Verlauf der Funktion f = —°" und von f/f’. gehen, so erhalten wir als gednderte Abszisse 
00 @ ‘ x ‘ 4 a 
: Vy/d) = (v,+ v*)/a). Da im allgemeinen die Ande- 


rungen p*. v* usw. klein gegeniiber py. ay usw. sind, so kénnen wir meist 
f* a or df Ses ae (20) 
: ay dv*/ay ay 
setzen. Wir erhalten dann : 
Ses ves ulats (21) 
iw So . ¢ pak oe 2 
ao if Po ao Po ts 


Die Funktion f/f’ ist in Abb. 7 gleichfalls eingetragen. Sie ist im Unterschallbereich positiv. 
im Uberschallbereich negativ und wird bei der Schallgeschwindigkeit ©. Dementsprechend er- 
halten wir hinter dem Widerstandskérper eine erhéhte Geschwindigkeit, wenn die Strémungs- 
geschwindigkeit kleiner als die Schallgeschwindigkeit, eine erniedrigte Geschwindigkeit. wenn 
sie gréBer als die Schallgeschwindigkeit ist. Mit Geschwin- 
digkeiten sehr nahe der Schallgeschwindigkeit ist ein 
DurchfluB nicht ohne weiteres méglich. Dies hangt da- 
mit zusammen, da der Widerstandskérper ja_ eine 
Querschnittsverengung darstellt. Wenn er z. B. als 
Drahtsieb ausgebildet ist, so wird der Querschnitt an 
dieser Stelle durch die Drahte verengt. Nun kann man 
aber, wie von den Vorgangen in der Lavaldiise bekannt 
ist, an der engsten Stelle die Geschwindigkeit nicht iiber 
die Schallgeschwindigkeit hinaus steigern. 

Es erscheint zunachst verwunderlich, daB bei Uber- 
schallgeschwindigkeit der Energieverlust eine Geschwin- 
digkeitsverminderung und im Zusammenhang damit 
eine Drucksteigerung zur Folge hat. Zur Erlauterung 
dieses Sachverhaltes kann Abb. 8 dienen. Hier ist @ 


abhingig von v/a, fiir adiabatische Vorgainge aufge- 9 1 2 
tragen. Da 0/00 CULIRS bestimmte Funktion ret hee v/a, Abb. 8. Abhangigkeit der Dichte vor und hinter dem 
ist, so erhalten wir fiir 0 selbst eine affine Kurve Widerstandskérper von der Geschwindigkeit v. 


mit dem Parameter @). Die beiden eingezeichneten 

Kurven migen den Zusammenhang vor und hinter dem Widerstandskérper, also die Kurven 
mit den Endwerten 9, und 9,—0* darstellen. Die Kontinuitatsbedingung ov —konst. ergibt 
Hyperbeln, von der als Beispiel eine gestrichelt gezeichnet ist. Wenn wir von einem Zustand | 
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vor dem Kérper zu dem Zustand 2 hinter dem Kérper iibergehen, wandern wir in diesem Schau- 
bild langs der Hyperbel von ihrem Schnittpunkt mit der Rune o zum Schnittpunkt mit der 
Kurve 0—o0*. Im Unterschallbereich ergibt dies eine starke Dichteverminderung und eine ge- 
ringe Geschwindigkeitssteigerung, im Uberschallbereich eine starke Geschwindigkeitsverringerung 
und eine geringe Dichteerhéhung. Ob ein solcher Ubergang mit Drucksteigerung bei Energie- 
verlust immer zu verwirklichen ist, mag dahingestellt sein. Ist der Widerstandskérper ein Sieb. 
so ist die Drucksteigerung verstaindlich, weil die Drahte des Siebes zunachst eine Querschnitts- 
verengung darstellen, in welcher adiabatisch bei Uberschallgeschwindigkeit der Druck steigt 


und die Geschwindigkeit sinkt. Das bei der Wiedererweiterung des Querschnittes auftretende 


Totwasser hinter den Drahten verhindert die volle Erweiterung, so da ein Uberdruck be- 
stehen bleibt. 


Nach diesen grundsatzlichen Uberlegungen kénnen wir die Ergebnisse derselben auf unsere 
Gitterstrémung anwenden. Wenn wir die Gesamtgeschwindigkeit w, = V v, + uz hinter dem 
Gitter verlustlos auf die Geschwindigkeit Null aufstauen, erhalten wir den Druck py—p*, wobei 
p, den Verlust im Gitter darstellt. 


Lenken wir die Strémung vor und hinter dem Gitter verlustlos so um, dai die Geschwindig- 
keit u verschwindet, so bewegen wir uns in Abb. 5 auf zwei der Leitkurven vu(p/p,) und erreichen 
an der Ordinatenachse die Werte v,, und 


UO» =U aera: (22) 
Nach (21) ist dabei 
Pa Pony. 
Bo aan Oeming, 23 
a Poa. we 


Infolge des Verlustes im Gitter gehen wir also von einer Kurve v(p/po) vor dem Gitter zu einer 
anderen hinter dem Gitter iiber. Die GrifBe dieser Verschiebung der Leitkurve ist uns bei ge- 
gebenem Verlust p* an ihrem Beginn an der Ordinatenachse durch die Beziehung (22) und (23) 
gegeben. Da f/f’ eine Funktion der Geschwindigkeit v, ist, bei welcher der Verlust eintritt, so 
miuBte man den Verlauf der Verluste im Gitter abhangig von dem Geschwindigkeitsverlauf be- 
ricksichtigen. Da aber die Anderung der Geschwindigkeitskomponente selbst nur klein ist, so 
ist es im allgemeinen unwesentlich, ob man die Geschwindigkeit vor oder hinter dem Gitter 
oder einen Mittelwert zugrunde legt. 


Damit kénnen wir aus Abb. 5 zu gegebenen Grofen v,, u,, py vor dem Gitter die entsprechen- 
den Werte hinter ihm ablesen, wenn wir einen davon sowie den Verlust p* vorgeben. 


Die Krafte auf den Fliigel, entsprechend (4) und (5) bei konstanter Dichte, ergeben sich fiir 
elastische Gase zu 


Px=O1 Vy (Uy—Uy) t, (24) 
Py=[(P1—P2) +01 Uy (V1) t - (25) 


4, Zusammenfassung. Der Zusammenhang zwischen Druck und Geschwindigkeit lat sich 
fiir verlustlose Vorginge in einem bequem zu iibersehenden Schaubild (5) darstellen. Der Uber- 
gang vom Zustand vor dem Gitter zum Zustand hinter dem Gitter erfolgt in dem Schaubild 
lings bestimmter Leitlinien. Verluste im Gitter kénnen durch den Ubergang von einer Leitlinie 
zu einer anderen beriicksichtigt werden. Die Anderung des Parameters v,/a) der Leitlinie hangt 
von der GréBe des Verlustes p* und von der Normalkomponente v der DurchfluBgeschwindigkeit 
ab und ist auf Grund der Gleichungen (22) und (23) und Abb. 7 zu ermitteln. Bemerkenswert ist, 
daB bei Uberschallgeschwindigkeit der Normalkomponente der Energieverlust eine Druck- 
steigerung ergibt. 


(Eingegangen am 14. Juni 1947.) 


Betz: Einflu® der Elastizitat der Gase auf die Wirkung von Schaufelgittern. Ingenieur-Archiv 
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Ein neues Kriterium fiir den Verlauf der Dampfdruckkurve 
am kritischen Punkt. 


Von R. Plank und L. Riedel in Karlsruhe. 


1. Einleitung. Seit den Anfangen der Thermodynamik hat man sich immer wieder intensiv 
bemiht. GesetzmaBigkeiten aufzufinden, die eine midglichst sichere Vorausberechnung der 
Dampfdruckkurven solcher Stoffe erméglichen sollen, fiir die keine oder nur vereinzelte MeB- 
werte vorliegen. Das hierher gehérige Schrifttum ist kaum iibersehbar und schwillt von Jahr 
zu Jahr weiter an. Fragt man jedoch nach dem Enderfolg dieser vielfaltigen Bemiihungen, so 
kommt man zu der erstaunlichen Feststellung, daB die grundlegenden Erkenntnisse alle bereits 
in der klassischen Zeit gefunden wurden, wahrend die zahllosen neueren Arbeiten kaum Ergeb- 
nisse von bleibendem Wert zutage férderten. 


Den sicheren thermodynamischen Ausgangspunkt fiir die Aufstellung einer brauchbaren 
Dampfdruckforme} bildet die Clausius-Clapeyronsche Gleichung, die unter den bekannten ver- 
einfachenden Annahmen auf folgende Form der Dampfdruckkurve fiihrt, die sich heute aus 
theoretischen Erwagungen und praktischen Griinden ziemlich al!gemein durchgesetzt hat: 


inP=A—7 + Cin T4+DT HET? FTS+... (1) 


Wahrend man fiir rohe Abschatzungen bzw. innerhalb kleiner Temperaturintervalle mit den 
Gliedern A—B/T auskommt, erfordert die genaue Darstellung bis zum kritischen Punkt die 
Verwendung von mindestens vier Gliedern, deren Koeffizienten den vorliegenden Messungen 
méglichst gut angepaBbt werden miissen. Es liegt nun ganzim Sinne unserer obigen Ausfiihrungen. 
daB man heute noch keine eindeutige Antwort auf die Frage geben kann, welche weiteren Glieder 
man zweckmaBigerweise hinzufiigen muB, um mit méglichst wenigen Konstanten eine moglichst 
gute Anpassung an die Messungen zu erzielen. So findet man im Schrifttum haufig neben den 
Gliedern A — B/T die Fortsetzung C In T-+- DT, aber ebenso oft auch D T+ E T?, wahrend hiéhere 

_ oder gebrochene Potenzen der absoluten Temperatur wohl aus Griinden der praktischen Rechnung 
seltener verwendet werden. 


Vergleicht man aber den Verlauf einer gemessenen Dampfdruckkurve mit einer dieser Formeln, 
so mu man feststellen, daB diese trotz giinstiger Wahl der Koeffizienten den MeBwerten keines- 
wegs gerecht werden. Die Kurve der Abweichungen zwischen den nach der Forme! berechneten 
und den gemessenen Dampfdriicken in Abhangigkeit von der Temperatur geht natiirlich in jedem 
Fall an den vier zur Berechnung der Koeffizienten verwendeten Punkten durch Null, schmiegt 
sich aber im Ganzen der Temperaturachse nicht glatt an, sondern zeigt zwischen diesen Punkten 
betrachtliche systematische Aushiegungen, die darauf hinweisen, da sich diese Formeln den 
MeSBwerten nur gewaltsam aufzwingen lassen. Offenbar kommt es darauf an, eine Gleichung zu 
finden, die auch in den Ableitungen dem wahren Verlauf der Dampfdruckkurven méglichst gut 
angepaBt ist. So wird man zwangslaufig zunachst auf die Untersuchung der Ableitung des Dampf- 
druckes nach der Temperatur gefiihrt. 


2. Die logarithmische Ableitung der Dampfdruckkurve. Statt des gewéhnlichen Differential- 
quotienten dP/dT empfiehlt sich aus verschiedenen Griinden die Betrachtung der GroBe 
rap dog P Q 
JEGhSe d log T 


Z= 


die wir im folgenden auch kurz als a-Wert bezeichnen wollen. Diese GréBe ist dimensionslos 
und daher von den gewahlten Mafeinheiten unabhangig. Aus demselben Grunde sollte a nach 
dem Theorem der iibereinstimmenden Zustande eine universelle, d. h. fiir beliebige Stoffe iiber- 
einstimmende Funktion der reduzierten Temperatur ?= T/T; sein. (Der Index k soll stets den 
kritischen Zustand kennzeichnen.) Weiterhin besitzt a unmittelbar eine physikalische Bedeutung, 
denn nach der Clausius-Clapeyronschen Gleichung wird 


r r ; 
es Oe eeen | 3 
Pas Teme ena (3) 
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Das hei®t: a stellt das Verhaltnis der Verdampfungswarme r zur auferen Verdampfungsarbeit ¥ 
dar, und sein reziproker Wert laBt sich in gewissem Sinn als Nutzeffekt des Verdampfungsprozesses 
(Verhaltnis der gewonnenen Arbeit zur aufgewendeten Warmemenge) auffassen. 

Vernachlassigt man am normalen Siedepunkt T, das Volum v’ der Fliissigkeit eegeniiber v’” 
des Dampfes und wendet man auf diesen die Zustandsgleichung des idealen Gases an, so erkennt 
man sofort, daB a, in engster Beziehung zur Verdampfungsentropie am Siedepunkt steht, die 
nach der Troutonschen Regel fiir normale Stoffe einen Wert von etwa 21 cal/Mol Grad aufweist. 
so daB 

ls 
ts = pp = 10.6. (4) 
Da die reduzierte Siedetemperatur 7,= T./Ty fiir normale Stoffe iibereinstimmend in der Nahe 
von 0,64 liegt, steht die universelle Gré®e von a, in Einklang mit dem Theorem der tiberein- 
stimmenden Zustande. Dieses verlangt auch fiir den kritischen Punkt einen universellen Wert 
von ax, der in der Tat fiir eine grobe Anzahl von nicht assoziierten Stoffen in der Nahe von 7 ge- 
funden wurde. 

Wahrend diese Zusammenhange schon 
lange bekannt sind und in zahireichen 
Arbeiten gepriift und verbessert wurden. 
scheint man sich mit dem Temperatur- 
verlauf von a, der fiir die Form der Dampf- 
druckgleichung natiirlich von gréBter Be- 
deutung ist, nur wenig beschaftigt zu - 
haben. In seiner ,,Thermodynamik” aus 
dem Jahre 1887 macht Bertrand! auf Grund 
einer Bearbeitung der Dampftafeln ver- 
schiedener Stoffe den Ansatz: 1/a=aT—b. 
und zeigte, daB fiir viele Stoffe angenahert 
Nis 4] b=0,02 gesetzt werden kann. Durch 

Differentiation der iiblichen Dampfdruck- 
formel (1) erhalt man dagegen 


a=B/T+C+DT+2ET?+3F T3+... (5) 


18 


1 


73 


12 


77 


10 


| 


C02 (4) 


CFsCL[3} Die ersten Glieder ergeben somit fiir a 
Cols [3 einen hyperbolischen Abfall mit steigen- 

der Temperatur, der jedoch bei Hinzu- 
Anata sete recy a Tee TTT vy  nahme weiterer Glieder je nach Vorzeichen 
; i : ; ? und Gréfe der einzelnen Koeffizienten 


mannigfach verandert werden kann. Um 


Abb. 1. a=r/a, berechnet auf Grund von Dampftafeln, in Abhingig- 


keit von der reduzierten Temperatur J/=T/T;. (Die den Kurven einen klaren Einblick in den tatsachlichen 
beigeschriebenen Zahlen sind von den abgelesenen Ordinaten abzu- Verlauf der Temperaturkurve von @ zu 
ziehen, um a zu erhalten. Die neben den Stoffsymbolen angegebenen ; . ° ‘ + 
Zahlen bezeichnen die als Fufnoten gegebenen Schrifttumsquellen.) sewinnen, ist es offenbar notwendig, aut 
eye empirische Unterlagen zuriickzugreifen. 


3. Das neue Kriterium. Als einfachsten Zugang zur Bestimmung des Verlaufes der a-Kurven 
bieten sich zunachst die fiir eine Anzahl] von technisch bedeutsamen Stoffen berechneten Dampf- 
tafeln dar, in denen die zur Berechnung von a nach Gleichung (3) notwendigen GréBen fiir ver- 
schiedene Temperaturen zusammengestellt sind. Abb. 1 enthalt die auf diese Weise gewonnenen 
Kurven fiir einige Stoffe, fiir die Dampftafeln bis zum kritischen Punkt vorliegen. Als unabhangige 
Veradnderliche wurde dabei die reduzierte Temperatur ?= T/T; gewahlt, wodurch ein unmittel- 
barer Vergleich der verschiedenen Kurven gemaf dem Theorem der iibereinstimmenden Zustande 
méglich wird. Da die Kurven tatsachlich weitgehend zusammenfallen, wurden sie in Abb. 1 
zur Erzielung einer besseren Ubersicht durch Verschiebung des Ordinatenmastabes um je eine 
Einheit kiinstlich auseinandergezogen. 


Bertrand, Thermodynamique, S$. 157. Paris 1887. 

R. Plank und J. Kambeitz, Z. ges. Kalteind. 43 (1936), S. 209 und 233. 
L. Riedel, Z. ges. Kalteind. 48 (1941), S. 9 und 89. 
VDI.-Kaltemaschinen-Regeln, 4. Aufl. (erscheint demnichst). 

W. Koch, VDI.-Wasserdampftafeln. Berlin. 1937. 


me Oo WwW Pp 


er 


eM COM LTC ate ALE te ONT Fe 
lapeiaeaea er ; 


“y 


XVI. Band 1948. Plank und Riedel: Ein neues Kriterium fiir den Verlauf der Dampfdruckkurve. 257 
a ee a 


Sehr auffallig ist der Verlauf in der Nahe der kritischen Temperatur ?—1. Wahrend a fiir 
CF;Cl, CO, und NH, bis zum kritischen Punkt dauernd, allerdings mit zunehmender Temperatur 
immer langsamer abfallt, besitzen die Kurven fiir C, Hg und H,O bereits unterhalb der kritischen 
Temperatur ein Minimum. Da nun der Verlauf von a nach dem Theorem der iibereinstimmenden 
Zustande universell sein miiBte, erscheint es sehr unwahrscheinlich, da® die Kurven fiir die ver- 
schiedenen Stoffe tatsdchlich derartige qualitative Unterschiede aufweisen sollen. Viel wahr- 
scheinlicher diirfte es sein, dafB diese Unterschiede durch geringe Ungenauigkeiten der MeBergeb- 
nisse bzw. der zur Berechnung der Dampftafeln aufgestellten Interpolationsforme!n bedingt sind. 
In der Tat deutet der Verlauf der Kurven fiir CF',Cl, CO, und NH, ebenfalls auf ein Minimum 
hin, das fiir diese Stoffe allerdings erst jenseits der kritischen Temperatur erreicht wiirde, und 
dem daher natiirlich keine reelle Bedeutung zugesprochen werden kann. 

Die Vermutung liegt jedenfalls nahe, da8 es sich hier um eine bisher nicht klar erkannte, fiir 
beliebige Stoffe giiltige GesetzmaBigkeit handelt, die wir als eine noch eingehend zu priifende 
Hypothese in folgender Form aussprechen kénnen: 

Die a-Kurve besitzt am kritischen Punkt ein Minimum. 

Mathematisch formuliert: 


es, 0 


Hierdurch wird offenbar eine wichtige Aussage iiber den Verlauf der Dampfdruckkurve am 
kritischen Punkt gemacht. Fiihrt man die Differentiation von a nach (2) durch, so ergibt sich 
auf Grund des neuen Kriteriums (6) fiir die zweite Ableitung des Dampfdruckes nach der Tem- 
peratur die Beziehung 


d? P P;, a 
(SB) mta9 fe. ° 


Bei Verwendung reduzierter GréBen a= P/ Py bzw. 0= T/T; erhalt man noch einfacher 
d? x a 

(Fo), = oe (e—1)- F (7 a) 
Fir Stoffe, deren a-Wert am kritischen Punkt gleich 7 ist, sollte somit diese reduzierte Grife 
den universellen Wert 42 haben. 


4, Priifung des Kriteriums auf Grund empirischer Dampfdruckformeln. Wie Gleichung (6) 
unmittelbar erkennen lat, handelt es sich bei unserem Kriterium um eine Aussage iiber den 
Verlauf des zweiten Differentialquotienten der Dampfdruckkurve in der Nahe des kritischen 
Punktes. Nun machen sich bekanntlich die zufalligen Fehler der Einzelmessungen bei der Berech- 
nung der ersten Ableitung einer Kurve in wesentlich starkerem Mae bemerkbar, und eine noch- 
malige Verstarkung dieser Unsicherheit mu8 sich dann natiirlich fiir den zweiten Differential- 
quotienten ergeben. Es ist daher durchaus verstandlich, wenn die unter Zugrundelegung mehr 
oder weniger gut angepaBter Interpolationsformeln berechneten Daten der Dampftafeln keine 
befriedigende Grundlage zur Priifung des neuen Kriteriums (6) abgeben. Da es sich hierbei aus- 
schlieBlich um eine Aussage iiber den Verlauf der Dampfdruckkurve handelt, wird man vor 
allem den Umweg iiber die Verdampfungswarme und die Sattigungsvolume (vgl. Gleichung (3)) 
vermeiden und die Priifung allein auf méglichst genaue Dampfdruckmessungen in der Nahe 
des kritischen Punktes stiitzen. 

Das einwandfreieste Verfahren ware offenbar, zunichst graphisch oder rechnerisch eine glatte 
Kurve durch die MeBpunkte zu legen, die diese ohne systematische Abweichung innerhalb der 
MeBgenauigkeit wiedergibt. Fiir die zweite Ableitung dieser Kurve sollte dann Gleichung (7) 
am kritischen Punkt erfiillt sein. Nun liegen derartige, die Streuung der MeBwerte ausgleichende 
Interpolationsformeln bereits fiir zahlreiche Stoffe vor, so da es naheliegt, zu untersuchen, 
wie weit diese mit unserem Kriterium iibereinstimmen. Zu diesem Zwecke kann man entweder 
durch zweimalige Differentiation der Dampfdruckkurve die Temperatur bestimmen, fiir die a 
ein Minimum annimmt. Hierfiir mii®te sich, wenn Gleichung (6) zutrifft, die kritische Tempe- 
ratur Ty, ergeben. Oder. man kann (d? P/d T?), sowie ax fiir den kritischen Punkt berechnen und 
die Richtigkeit von Gleichung (7) priifen. Auf Grund des in der Einleitung tiber die schlechte 
Anpassung der iiblichen Dampfdruckformeln Gesagten wird man allerdings von vornherein von 
dieser Priifung nicht allzuviel erwarten diirfen, zumal diese Formeln die gesamte Dampfdruck- 
kurve wiedergeben sollen, und sich daher kaum, wie es fiir unsere Zwecke wiinschenswert ware, 
dem Verlauf in der Nahe des kritischen Punktes besonders eng anschmiegen kénnen. 
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In der Tat erwies sich das Ergebnis derartiger Rechnungen in den meisten Fallen als véllig 
negativ, so da% man daraus jedenfalls keine Bestatigung des Kriteriums entnehmen kann. Die 
aus den Formeln berechnete Temperatur des Minimums der a-Kurve weicht meist betrachtlich 
von der kritischen ab, und ebenso ergeben sich Unterschiede von der GréSenordnung von 10 % 
fiir die Berechnung von (d? P/d T?), durch unmittelbare Differentiation bzw. nach Gleichung (7). 
Da diese Abweichungen sowohl nach der einen wie nach der anderen Seite auftreten, wird man 
aber andererseits daraus auch nicht auf eine Widerlegung unseres Kriteriums schlieBen dirfen. 
Unter diesen Umstanden kann auf die Wiedergabe des so bearbeiteten Materials verzichtet wer- 
den. Nur zwei Beispiele sollen das Gesagte erlautern: : 

Fiir CFCl lassen sich nach L. Riedel? die MeBwerte zwischen —139° C und dem kritischen 
Punkt durch foleende Gleichung gut darstellen: 


1109,12 
ae 


log P= 7,8172— — -~0,014127 T+ 0,1883-10-4T?. 


Hiermit erhalt man fiir das Minimum. 
von a statt der kritischen Temperatur 
von etwa 302° K den wesentlich héheren 
Wert von 328° K, was mit der a-Kurve 
in Abb. 1, die auf diese Dampfdruckformel 
zuriickgeht, tibereinstimmt. Mit a,=6,542 
=| (yclohexan ergibt sich ax(ax—1) Px/T.?=0,0157 ata/ 
Grad?, wahrend die zweimalige Differen- 
Benzo! tiation (d? P/d T*),=0,0146 ata/Grad? lie- 
fert, also einen um rund 7% kleineren 
Wert. 
Fir Kohlendioxyd lautet die Gleichung 
ieee der Dampfdruckkurve nach Meyers und 
van Dusen® zwischen —56,6°C (Tripelpunkt) _ 
und dem kritischen Punkt (7;=304,2° K; 
n-Hepton  P,=75,38 ata) 


Diisobuty! 


log = 2s = (a+ bx + ex?+ dx? + ex*). 


Diisopropy! Varin steht x far Ty —T,. und es ist 
a = 2,98426 ; b = (— 6:22982,- 10=3; 
e='1,05784-10-4; .d=9,21483- 1077 and 
e=3,72320-10-°. Daraus erhalt man mit 
Ok= 6,872 fiir ax(ax— 1) Pr/ T.? = 0,0329' 
ata/Grad?, wahrend (d?P/d T?), = 0,0344 

2 “pleat n-Pentan wird, also um etwa 4,5 % gréBer. 
| | Der einzige Stoff, fiir den (allerdings 
| o sehr komplizierte) Dampfdruckformeln auf- 
470 G75 G80 G65. O80 O95 400 gestellt wurden, die sich den MefSiwerten 
Abb. 2. a-Kurven von Kohlenwasserstoffen nach Messungen mit groBter Genauigkeit anschmiegen, ist 
von Young?. Wasser. Darauf soll in Abschnitt 6 ge- 

sondert eingegangen werden. 


G 
n-Hexan 


t-Pentan 


Da somit auch die Dampfdruckformeln keine brauchbare Grundlage zur Priifung des Kri- 
teriums abgeben, bleibt nur der Ausweg, unmittelbar auf die MeBwerte zuriickzugreifen und diese 
in einer fiir unsere Zwecke geeigneten Form auszuwerten. 


5. Priifung des Kriteriums an Hand unmittelbar gemessener Dampfdruckwerte. Die Berech- 
nung neuer Dampfdruckformeln, die sich den vorliegenden Messungen in der Nahe des kritischen 
Punktes chne systematische Abweichungen innerhalb der MeBgenauigkeit anschmiegen, ware 
auBerordentlich umstandlich und zeitraubend gewesen. Die Auswahl einer bestimmten Form 
der Interpolationsgleichung enthalt auch bereits eine gewisse Willkiir, die auf das Ergebnis 
der Priifung von Einflu8 sein kénnte, so daf man jedenfalls nicht behaupten darf, daB diese 
Methode sich ganz allein auf die MeBdaten stiitze. In diesem Sinne einwandfrei und viel bequemer 


° C. H. Meyers und M. S. van Dusen, Refr. Eng. 13 (1926), S. 180. 
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ist folgendes Verfahren, das sich sehr gut bewahrte und zur Priifung des Kriteriums an zahlreichen 
Dampfdruckmessungen herangezogen wurde: Man bildet aus je zwei benachbarten gemessenen 
Punkten der Dampfdruckkurve (T,, P,) und (T , P,) die leicht zu berechnende GréBe 
— o . 2 
O19 eg eon , die offenbar zu a= ae i im Verhaltnis des Differenzen- zum Differential- 
quotienten steht. Wenn man die Differenzen, d.h. den Abstand der Temperaturen nicht zu groB 
wahblt, kann man ersteren in guter Annaiherung dem Differentialquotienten fiir den Mittelpunkt 
des Temperaturintervalls: T,,=4(T,+T,) gleichsetzen. Dies gilt streng, solange man die zu 
differenzierende Kurve in dem betrachteten Intervall als quadratische Parabe! ansehen kann. 
Ist das bei Verwendung zu groBer Abstinde der beiden Punkte nicht mehr der Fall, dann gehort der 
berechnete Differenzenquotient a,, nicht zur Intervallmitte, sondern zu einer je nach der Form 
der Kurve mehr oder weniger systema- 
tisch abweichenden Temperatur. Wenn, ae 
man also auf diese Weise mit Hilfe 4 
_berechneter Differenzenquotienten eine 
Kurve a,.=f(T,.)konstruiert, muf man 
bei Verwendung zu grofer Temperatur- 
intervalle mit der Méglichkeit rechnen. 
daB die wahre, dem Differentialquotien- 
ten entsprechende Kurve a=/(T) etwas 
anders verlauft, da jeder Punkt der 
ersteren durch eine kleine seitliche Ver- 
schiebung korrigiert werden muB. Nun = “*f 
soll hier gezeigt werden, daf die a-Kurve 
am kritischen Punkt ein Minimum be- 4 
sitzt, also in dessen Nahe eine waage- , 
rechte Tangente hat. Diese Tatsache 13 
kann aber durch eine geringe Verschie- 
_bung der Kurvenpunkte in horizontaler — 
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~ Meth lisobulyrat 


~ Methylbutyrat 


— Athylpropionat 


= Propylacetat 


Methylpropionat 


Richtung nicht beeinfluBt werden, d.h. > Se he acceler 

unser Kriterium mu auch fiir die aus HK ee : leh | 

dem Differenzenquotienten gebildete ° SS snubs Dn 2 ra pti 

Kurve gelten, und wenn es fiir diese . oh Sx2 eae 

zutrifft, ist es auch fiir die a-Kurve La ~ soo Saale 

bewiesen. Daraus erkennt man jeden- i ‘ 7 Melhylacerat 

falls, da®B in dieser Hinsicht keine Be- 9 SS = § | 

denken gegen das Verfahren bestehen. ae Pe ditty lformiat 
Von vornherein nicht zu beantwor- 4 “0 

ten war aber die Frage, ob die vor- 

liegenden Dampfdruckmessungen cine 7 ; on Methylformiat 

fiir diese Zwecke hinreichende Genau- x 


igkeit besitzen, denn alle zufalligen 
Schwankungen in den MeBwerten 
werden bei der Differenzenbildung Abb. 3. a-Kurven yon Estern nach Messungen von Young, 

stark vergréBert, und zwar um so 

starker, je kleiner das Temperaturintervall gewahlt wird. Nun wird die Temperatur bei guten 
Messungen auf +0,01° genau bestimmt. Will man fiir a eine Genauigkeit von 1°/,, erreichen, 
so ist es also, ganz abgesehen von zugleich auftretenden Fehlern der Druckmessung, von vorn- 
herein zweckmafig, das Temperaturinterval! in der GréRenordnung von 10° zu wahlen. Anderer- 
seits kann man dieses Interval! gerade in der fiir uns wichtigen Nahe des kritischen Punktes nicht 
beliebig gro8 machen, da ja dieser auf jeden Fall den letzten MeBpunkt darstellt, und man még- 
lichst viele Punkte der a-Kurve bis dicht an die kritische Temperatur heran haben michte. 
Man sieht also, da hier gewisse Grenzen dieses Priifverfahrens liegen, die durch die Genauigkeit 
der vorliegenden Dampfdruckmessungen und die Dichte der MeBpunkte gegeben sind. In der 
Tat erwiesen sich einige Me reihen als durchaus unbrauchbar, insofern als die berechneten 
a-Werte so starke Streuungen zeigten, daB hieraus kein eindeutiges Bild iiber den Verlauf der 
Kurve zu gewinnen war. Dies gilt beispielsweise auch fiir die Messungen von Porter’ an Aethan, 


7 F. Porter, J. Amer. Chem, Soc. 48 (1926) S. 2055. 


4m ars 480 085 490 + +095 700 
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auf die letzten Endes auch die in Abb. 1 dargestellte a-Kurve zuriickgeht. Man wird hierfiir — 
aber nicht unsere Methode verantwortlich machen diirfen, sondern kann wohl sagen, daf 
bei starker streuenden Messungen der Verlauf der a-Kurve so unsicher festgelegt ist, daB auch 
kein anderes Verfahren eine eindeutige Aussage tiber den zweiten Differential quotienten heraus- | 


holen kénnte. 


Auf diese Weise wurden alle von vornherein brauchbar scheinenden, uns zur Zeit zuganglichen 
Dampfdruckmessungen bis zum kritischen Punkt bearbeitet. Deren Zah] ist keineswegs sehr gro. 
Von entscheidender Bedeutung war daher die Frage, ob die zahlreichen Messungen von S. Young* 
und Mitarbeitern unseren Anforderungen an die Genauigkeit geniigen wiirden. Dies war in der 
Tat der Fall, so da® damit ein reiches empirisches Materia] fiir unsere Zwecke zur Verfiigung 
stand. In den Abb. 2, 3, 4 sind die als Differenzenquotienten berechneten a-Werte von 26 der 
von Young untersuchten 30 Stoffe wiedergegeben. wahrend bei den restlichen vier Stoffen das 

fir uns allein wichtige Gebiet nahe am 
kritischen Punkt fehlt. Auch in diesen 
Abbildungen diente wie in Abb. 1 die 
reduzierte Temperatur als Abszisse und 
wurden die nahe aufeinanderfallenden 
Kurven durch Verschiebung des Ordi- 
natenmaBstabes um einen den Kurven 
beigeschriebenen Betrag voneinander ge- 
trennt. Young gibt als Ergebnis seiner 
Messungen im allgemeinen die Dampf- 
drucke fiir runde, um je 10° fortschrei- 
tende Celsiustemperaturen an, womit 
das fiir die Differenzenbildung auszu- 
wahlende Interval! bereits gegeben war. 
Es ist einerseits klein genug, um ge- 
niigend viele Punkte der a-Kurve zu 
liefern und eine Gleichsetzung des Diffe- 
-renzen- mit dem Differentialquotienten 
| dylatkato! zu gestatten; onda eels aber auch groB 
0 genug, um genitigend sichere a-Werte zu 
_ liefern und damit ein klares Bild vom 
Metiylattcho! Kurvenverlauf zu geben. Fiir einzelne 
Stoffe gibt Young in der Nahe des kriti- 
. schen Punktes die Dampfdrucke auch in 
Attylatver — engeren Temperaturabstanden an, so daf 
in diesem fiir uns wichtigen Gebiet eine 
ke gréBere Anzahl! von a-Werten berechnet 
etrachlor- : : . 
hoblenstoff werden konnte. Auch in diesen Fallen 
Fluorbenzo! wurde das Temperaturinterval! zwischen 
etwa 5 und 10° gewahlt, wozu natirlich 
: 2B einzelne MeBipunkte bei dichteren Mef- 
$n O75 080 085 050 095 100 reihen iibersprungen werden muBten. So 
war es moéglich, durch geeignete Kom- 
bination der Angaben gerade in der 
Nahe des kritischen Punktes fiir einzelne 
Stoffe mehrere a-Werte zu berechnen, die stets zur Mitte des dabei verwendeten Temperatur- 
intervalls eingetragen wurden. Der in den Abbildungen als Quadrat eingezeichnete, der kritischen 
Temperatur #=1 am nachsten liegende Punkt wurde unter Verwendung der angegebenen 
kritischen Daten berechnet und diirfte im allgemeinen wegen des kleineren Temperatur- 
intervalls eine geringere Genauigkeit beanspruchen als die anderen Punkte. Die Betrachtung 
der Abbildungen zeigt, da® sich auf diese Weise im allgemeinen glatte Kurven ergeben, daf es 
aber sinnlos ware, etwa durch VergréRerung des OrdinatenmaBstabes eine gréBere Genauigkeit 
der Priifung erzielen zu wollen. Daher konnte bei der zahlenmaBigen Berechnung auch ohne 
Bedenken ein gewéhnlicher Rechenschieber verwendet werden. 


Essigsdure 


Propylatkatol 


Abb. 4. a-Kurven verschiedener Stoffe nach Messungen von Young ®. 


®° S. Young, Scient. Proc. Roy. Dublin Soe. 12 (1910) S. 374. 
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Betrachtet man diese Abbildungen nun im Hinblick auf unser Kriterium, welches ein Minimum 
der a-Kurve fiir ) =1 fordert, so wird man ohne jede Voreingenommenheit sager diirfen, daB dies 
_ jedenfalls innerhalb der durch die MeBgenauigkeit gegebenen Grenzen der Fall ist. Es gibt eine 
ganze Anzahl von Stoffen, fiir die die a-Werte in der Nahe des kritischen Punktes nur ganz wenig 
streuen, so daf} hier der Kurvenverlauf klar gegeben ist. Hierzu gehéren aus Abb. 2 insbesondere 
Isopentan und Benzol, aus Abb. 3 Methyl- und Athylformiat sowie Methylacetat, aus Abb. 4 
Fluorbenzo! und Essigsiure. In allen diesen Fallen ist tatsachlich am kritischen Punkt ein flaches 
Minimum vorhanden, aber auch der Gesamtverlauf der Kurven fiir die anderen Stoffe scheint 
dies zu bestatigen, mindestens in keinem Falle dem zu widersprechen. 


Abb. 5 gibt schlieBlich die entsprechenden Kurven fiir neun weitere Stoffe wieder, fiir die 
zuverlassige (zum groBen Teil aus dem Leidener Kiltelaboratorium stammende) Dampfdruck- 
messungen vorliegen. Bei den niedrig 
siedenden Gasen schrumpft der absolute 
Temperaturbereich wesentlich zusammen, 
so daB zur Erzielung einer ahnlich groBen 
Genauigkeit und Dichte der a-Werte wie 
bei den von Young untersuchten, hoch- 
siedenden Stoffen die Genauigkeit der 
Temperaturmessung und die Dichte der 
MeBwerte entsprechend gréGer sein miiB- 
ten. Beides ist tatsachlich nicht der Fall, % 
so daf} man hier von vornherein mit einer 
geringeren Anzah! von Punkten und gréfe- 
ren Streuungen zu rechnen hat. Um so 
bemerkenswerter ist das in Abb. 5 dar- 77 
gestellte Ergebnis, welches beweist, daB 
die zugrundeliegenden Messungen, abge- 7 
sehen von einigen Ausnahmen, ganz vor- 
zuglich sind und eine weitere klare Be- g 
statigung des Kriteriums liefern. Beson- 
ders hervorgehoben sei das Ergebnis dieser 
Prifung an Kohlenoxyd, fiir das gerade 
in der Nahe des kritischen Punktes eine 


NH3 [16] 


CFACl 3] 


CoH, [15] 


CO [4] 


No [13] 


02 [12] 


gréBere Anzahl! sehr genauer Dampfdruck- 
messungen gemacht wurde, 


' Insgesamt darf man wohl sagen, dah 
durch diese unmittelbar auf die MeB- 
daten zuriickgreifende Bestimmung der 
_a-Kurven das fragliche Kriterium inner- 
halb der durch die MeBgenauigkeit gegebe- 
nen Grenzen bestatigt wird. Dies gilt 
offenbar auch fiir assoziierte Stoffe, wie 


die Kurven fiir die Alkohole und Essig- 


Aft} 


~o—— Ie [10} 


( 


He [9] 


065 


095 


Abb. 5. a-Kurven vyerflissigter Gase nach Messungen verschiedener 
Herkunft. (Vgl. Unterschrift zu Abb. 1.) 


sdure zeigen, deren nicht normales Verhalten durch einen von den sonstigen Kurven ab- 
weichenden Verlauf zum Ausdruck kommt. 


6. Der Fali Wasser. Der einzige Stoff, dessen Dampfdruckkurve bis zum kritischen Punkt , 

mit der heute itiberhaupt erreichbaren gréBten Sicherheit bekannt sein diirfte, ist Wasser. Auber 
9 P.G. Cath und H. Kamerlingh Onnes, Comm. Leiden Nr. 152a (1917). 
10 P.G. Cath und Kamerlingh Onnes, Comm, Leiden Nr. 152b (1917). 
11 C, A. Crommelin, Comm. Leiden Nr. 138¢ (1913). 
12 H, Kamerlingh Onnes, C. Dorsmann und G. Holst, Comm. Leiden Nr. 145b (1914). 
13 C, A, Crommelin, Comm. Leiden Nr. 145d (1914). 
14 C, A. Crommelin, W. J. Bijleveld und E.G. Brown, Comm. Leiden Nr. 217 (1931). 
18 C. A, Crommelin und H.G. Watts, Comm. Leiden Nr. 189b (1927). 
16 J, 4. Beattie und C.K. Lawrence, J. Amer. Chem. Soc. 52 (1930) S. 13. 
re 
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den Messungen von Holborn und Baumann" aus dem Jahre 1910 liegen drei neuere, unabhangige 
MecBreihen!’, 19, 228 von héchster Genauigkeit vor, die untereinander vorziiglich iibereinstimmen, 
so da eine Priifung unseres Kriteriums an Hand dieser Ergebnisse besonders aussichtsreich 
erscheint. Es wurden auch sehr komplizierte Interpolationsformeln aufgestellt, die tatsachlich 
diese Messungen mit einer erstaunlichen Genauigkeit wiederzugeben vermégen, so dafs man ver- 
sucht sein i sants. auch auf Grund dieser Gleichungen das Reiter zu priifen. Folgende Zahlen- 
tatel zeigt allerdings, da® auch hier das in Abschnitt 4 Gesagte zutrifft: Trotz bester Uberein- 
stimmung der Dampfdrucke bis zur kritischen Temperatur (374, 11°), werden die Abweichungen 
in der ersten Ableitung in der Nahe des kritischen Punktes doch schon beachtlich, und die Un- 
sicherheit in der zweiten Ableitung diirfte daher noch viel gréBer sein. 


Zahlentafel 1. 


he aoe ae fir Wasserdampf, berechnet nach Dampfdruckgleichungen 


von Smith, Keyes und Gerry’®: Osborne, Stimson, Fiock 
und Ginnings®® bzw. Osborne und Meyers??. 


a nach Smith, | % nach Osborne, a 
Temperatur Keyes und aie nach Osborne 
Gerry? bake eae nd Meyers?! 
J Ginnings?® oh Shes 
100 13,3229 13,3195 | 138741 1B} 
150 11,3479 11,3484 11,3473 
200 9,8989 9,8997 | 9,9006 
250 8,8343 8,8368 8,8354. 
300 8,0738 | 8,0761 | 8,0762 
350 17,6502 7,6431 | 17,6440 
360 7,6369 7,6341 deOokO 
365 | 17,6469 7,6522 71,6475 
370 71,6714 7.6911 17,6920 
Silk 71,6786 | 7.7013 | 7.1073 
Bile 7,6861 | 7.7130 | UGPASS) 
373 17,6948 | 17,7259 | 7.7529 
374 7,704] 7.74006 | 7.81035 
| | 


Auch in diesem Falle schien uns daher das unmittelbare Verfahren der Berechnung der a- Werte 
als Differenzenquotienten einwandfreier und zweckmafiger zu sein. Das Ergebnis dieser Be- 
arbeitung der vier erwalnten MeBreihen ist in Abb. 6 dargestellt, wobei die praktisch aufeinander- 
fallenden Kurven wieder um die beigeschriebenen Betraége auseinander gezogen wurden und der 
Ordinatenmafstab entsprechend der hédheren MeBgenauigkeit vergréBert wurde. Der Verlauf ° 
dieser Kurven in der Nahe des kritischen Punktes ist nach dem Ergebnis der bisherigen Priifungen 
tberraschend. Das Minimum, das nach unserem Kriterium bei der kritischen Temperatur }=1 
liegen sollte, wird hier bereits friiher (etwa fiir ) =0,98 entsprechend 360° C) erreicht, und a er- 
reicht am kritischen Punkt wieder einen merklich héheren Wert. Damit wird die in Abb. 1 dar- 
gestellte, aus der Dampftafel® berechnete g-Kurve fiir Wasser tatsachlich bestatigt. Bei der aus- 
gezeichneten Ubereinstimmung der vier Kurven scheint ein Zweifel an dieser Tatsache nicht 
herechtigt. Lediglich der letzte, mit Hilfe der kritischen Daten berechnete (und daher wieder als 
Quadrat neces) Punkt der Kurve nach Smith, Keyes und Gerry fallt aus dem sonst vor- 


handenen verhaltnismafBig steilen Anstieg jenseits des Minimums etwas heraus. Gerade dieser 


Punkt ist aber in Frage zu stellen, da der zur Berechnung verwendete kritische Druck von den 


Autoren nicht unmittelbar gemessen, sondern durch Extrapolation ihrer Dampfdruckmessungen 


gefunden wurde. Es ist nur natirlich, dafS man fiir die Fortsetzung einer Kurve nicht eine so 
@ L. Holborn und A. Baumann, Ana. Physik 31 (1910) S. 945, 
18 A, Egerton und G. S. Callendar, Phil. Trans. Roy. Soc. London 231 (1932) S. 147. 
19 L. B. Smith, F.G. Keyes und H. T. Gerry, Proc. Amer. Acad. 69 (1934) S. 137. 
20 N.S. Osborne, H. F. Stimson, E. F. Fiock und D. C. Ginnings, Bur. Stand. J. Res. 10 (1933) S 
1 N.S. Osborne und C. H. Meyers, Bur. Stand. J. Res. 13 (1934) S. 1. 
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starke Anderung der Ableitung annehmen wird, wie diese hier tatsachlich auftritt. Alle anderen 
in Abb. 6 eingetragenen Punkte beruhen unmittelbar auf MeSergebnissen, und die guie Uber- 
einstimmung der Kurven gerade in diesem Gebiet gestattet wohl keinen Zweifel an der Tatsache 
das hier das neue Kriterium nicht streng gilt. 


Nun erhebt sich natiirlich sofort die wichtige Frage, ob dieser Verlauf nur fiir das in vieler 
Beziehung nicht normale Wasser gilt, oder ob es sich hier um eine allgemein auftretende Erschei- 
nung handelt, die nur bei der Priifung der anderen Stoffe durch die stirkere Streuung der be- 
rechneten a@-Werte nicht so klar zum Ausdruck kommt. Sieht man sich daraufhin die Abb. 2 bis 5 
noch einmal etwas naher an, so erkennt man, da die Kurven fiir eine Anzahl von Stoffen in der 

_ Tat kurz vor dem kritischen Punkt wieder anzusteigen scheinen. Als Beispiele seien genannt in 


U 


Abb. 6. a-Kurven fiir Wasser nach Messungen von Holborn und Baumann'*; Egerton 
und Callendar'*; Smith, Keyes und Gerry’ bzw, Osborne, Stimson, Fiock und Ginnings”®. 


Abb. 2: Hexan, Heptan und Diisobutyl, in Abb. 3 die Kurven der héheren Ester, in Abb. 4 
Methylalkohol. Mag dieser Anstieg in einzelnen Fallen auch durch Ungenauigkeiten der MeB- 
werte vorgetauscht sein, so muf} man andererseits doch sagen, das ein entsprechender Abfall, 
wie er bei zufalligen Streuungen ebenso oft auftreten miiBte, nicht vorkommt, so dah es sich auch 
in diesen Fallen um eine reale Erscheinung handeln kénnte. Scheinbar tritt dieser Anstieg der 
a-Kurve nur bei langkettigen Verbindungen auf, so da} man vielleicht doch von einer Anomalie 
sprechen kann. Es ist aber auch méglich, daB ein abnliches Verhalten immer vorhanden ist und 
nur bei den genannten Stoffgruppen starker hervortritt. Eine klare Entscheidung dieser Frage 
wird erst méglich sein, wenn auch fiir andere Stoffe Messungen von ahnlich groker Genauigkeit 
vorliegen, wie fiir Wasser, wobei eine besonders griindliche Untersuchung des Gebietes nahe am 
kritischen Punkt wiinschenswert ware. Nach dem augenblicklichen Stand der Dinge méchten 
wir daher das Kriterium in der in Abschnitt 3 formulierten Form aufrecht erhalten, mit dem 
Zusatz, daf es bei sehr grofen Anspriichen an die Genauigkeit (die hinsichtlich der MeBdaten 
bisher nur fiir Wasser erfiillt sind) méglicherweise nicht streng gilt. Diese notwendige Ein- 
schrankung ist zwar aus theoretischen und didaktischen Griinden zu bedauern, da sie das zu- 
nachst als streng giiltig angenommene Naturgesetz zur Regel degradiert, die blo®B innerhalb 
gewisser Grenzen erfiillt ist; sie setzt aber die praktische Bedeutung des Kriteriums kaum herab. 
Die a-Kurven der nicht assoziierten Stoffe haben, im ganzen betrachtet, einen parabelahnlichen 
Verlauf mit einem Minimum bei der kritischen Temperatur. Der méiglicherweise vorhandene 
geringe, aber scharfe Anstieg kurz unterhalb des kritischen Punktes erscheint jedenfalls 
nicht als normale Fortsetzung dieses allgemeinen Kurvenverlaufes, sondern eher als eine 
kiinstliche Aufpfropfung, wie man bei der Betrachtung der Kurven fiir Wasser in Abb. 6 deut- 
lich erkennt. 
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7. Bedeutung und Anwendung des Kriteriums. Wenn das Kriterium aus den im vorigen 
Abschnitt erdrterten Griinden vielleicht auch nicht als neues Gesetz iiber das Verhalten der 
Materie am kritischen Punkt gewertet werden kann, so diirfte es doch fiir praktische thermo- 
dynamische Uberlegungen und Rechnungen wertvoll sein. In erster Linie ist dabei an die Auf- 
stellung von Dampfdruckgleichungen zu denken, fir die man am kritischen Punkt (oder jeden- 
falls in dessen unmittelbarer Nahe) ein Minimum von a fordern muB, wenn sie den gesamten 
Verlauf einer Dampfdruckkurve wiedergeben sollen. Formeln, die dieser Bedingung nicht geniigen, 
sind also von vornherein als unbrauchbar auszuschlieBen. Damit gewinnen wir einen wertvollen 
Priifstein, der eine Auslese unter den zah!losen vorgeschlagenen Gleichungen erméglicht. 


Fir die iibliche Dampfdruckforme! (1), deren Differentiation zunachst zu Gleichung (5) fiihrt. 
liefert das Kriterium die Bedingung : 


B= T;? (D+4E Te+9F Ti? . ss) (8) 
Daraus kénnen wir bereits schlieBen, daB eine Forme! von der Gestalt log P=A—B/T-+-C log Te 


wie sie von verschiedener Seite vorgeschlagen wurde, jedenfalls nicht bis zum kritischen Punkt 
richtig sein kann, sondern auf niedere Temperaturen beschrankt bleiben muB. Dasselbe gilt auch 
fiir die von I’. Henglein®? angegebene Gleichung: log P=A—B/T", selbst wenn man diese noch 
durch ein logarithmisches Glied erginzt, da ein solches auf das Kritertum ohne Einfluf ist. 


Wenn man mit einer viergliedrigen Gleichung der Form 
log P=A— =, + Clog T+ DT™ (9) 
auszukommen wiinscht, erhilt man die Bedingung 
| Ban? DT! (8a) 


so daB nur drei Koeffizienten den MeBwerten anzupassen sind. Setzt man n=1, wie dies im Schrift- 
tum hiufig geschieht, so wird B= D T;?, und man kann weiter die Zahlenwerte der Koeffizienten 
mit Hilfe von drei Punkten der Dampfdruckkurve berechnen. Ein Vergleich der so unter Ver- 
wendung des Kriteriums ermittelten Dampfdruckformel mit einer, bei der die vier Koeffizienten 
ohne Beriicksichtigung des Kriteritums auf Grund von vier Punkten der Dampfdruckkurve be- | 
rechnet sind, zeigt nun, da das letztere Verfahren die Mefswerte im allgemeinen wesentlich ge- 
nauer wiederzugeben vermag. Das ist keineswegs iiberraschend; denn durch die vier freien 
Koeffizienten kann man die Formel an vier Punkten zur volligen Ubereinstimmung mit der MeB- 
kurve bringen, und wenn man diese Punkte einigermafen gleichmafig innerhalb des Temperatur- 
intervalls verteilt, wird man auch dazwischen keine allzu starken Abweichungen erhalten. Ver- 
wendet man dagegen das Kriterium, dann laBt sich durch die Wahl! der Koeffizienten nur an 
drei Punkten Deckung erzwingen, wahrend das Kriterium den richtigen Verlauf in der Nahe 
der kritischen Temperatur garantiert; d.h. man wahlt jetzt den vierten Punkt sozusagen un- 
mittelbar neben dem kritischen. Das muf natiirlich ein schlechteres Ergebnis zeitigen als eine 
gleichmaBige Verteilung der vier Punkte, solange man die Aufstellung der Dampfdruckformel 
als rein mathematisches Interpolationsproblem auffaBt. EKinen Vorteil kann die Anwendung des 
Kriteriums erst dann bringen, wenn man eine Gleichung besitzt, die sich von vornherein dem 
Verlauf der Dampfdruckkurve eng anzuschmiegen vermag, was nach dem in Abschnitt 1 Ge- 
sagten fiir diese einfachen Formeln aber nicht zutrifft. ° 


Man kann nun versuchen, dén Exponenten n in Gleichung (9) nicht, wie iiblich, gleich 1 
oder 2 zu setzen, sondern so lange zu variieren, bis man unter Verwendung des Kriteriums 
eine gute Anpassung an die Messungen erhalt. Dies wurde fiir die von Crommelin, Bijleveld und 
Brown bestimmte Dampfdruckkurve des Kohlenoxyds durchgefiihrt*, fiir das von diesen Au- 
toren folgende Interpolationsformel angegeben wird: 

544,66 
. ti § 

welche die Bedingung (8a) nicht erfiil!t, Hierbei (und bei einer ahnlichen Priifung der Messungen 
von L, Riedel® an CF',Cl) stellte sich heraus, da’ man den Exponenten n in Gl. (9) gleich 5 oder 6 


log P= 24,45338—- —10,217 log T+.0,02178 T , (10) 


2 F. Henglein, Z. phys. Chem. 98 (1921) S. 98. 


* Herr Professor Dr. P. Giinther hat uns auf diese Mefreihe besonders aufmerksam gemacht. Fiir die 
Durchfiihrung dieser Rechnungen sind wir Herrn Dr. O. Deublein zu Dank verpflichtet. 
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setzen mu}, um eine brauchbare Anpassung an die Mefergebnisse bei Erfiillung der Bedingung (8a) 
_ aa erzielen, wahrend eine vollig einwandfreie Darstellung der gemessenen Dampfdruckkurven 
durch Gleichung (9) itiberhaupt nicht méglich ist. _Immerhin ist das mit n=6 unter Verwendung 
des Kriteriums erzielbare Ergebnis schon recht erfreulich, wie das Beispie! des Kohlenoxyds 
zeigt, fiir das sich auf diese Weise folgende Gleichung ergab: : 


log P= 8,86774— 4 


€ ae 6 

~ 2.06895 log T+ 0.01524 (55,-) - (11) 
Die Differenzen zwischen den gemessenen und den fiir die gleichen Temperaturen nach dieser 
Gleichung berechneten Logarithmen der Dampfdrucke wurden in Zahlentafel 2 zum Vergleich 
neben die von Crommelin, Bijleveld und. Brown mittels Gleichung (10) erhaltenen Werte gestellt. 
Man erkennt, da die Messungen durch Gleichung (11), die (da n=6 als universelle Konstante 
_angesehen werden soll!) nur drei freie Koeffizienten enthilt, etwa mit derselben Genauigkeit 
wiedergegeben werden, wie durch Gleichung (10). 


Zahlentafel 2. 


Vergleich der nach Gl. (10) bzw. (11) berechneten Dampfdrucke von 
Kohlenoxyd mit den MeBwerten von Crommelin, Bijleveld und 


Brown". 
Ab- Ab- 
Temperatur Pee | weichungen | weichungen 
TOK | oD wee ‘nach G1. (10) | nach GI. (11) 
| A log P SSO Catan 
132,47 33,902 —0,00000 +0,00603 
131,82 32,911 | - 21 4 13 
129,23 29,184 | = 96 [- 48 
129,23 29,160 je Silos + Di are 
125,96 ' 25,014 | — 58 — 91 
~ 123,46 DMS 2 =e 2 2aP Oe 153 
112,20 12,072 OSE 165 So 7a 
107,62 9,082 + 23 * 4 37 
103.48 6,922 4 160 — 60 
94,34 3,473 tae 263 a 168 
87.61 1.8833 + NZ — 1 
81.45 0,98131 a SOF se) — 28 
717,96 0,64566 35 1 | — 71 
43,89 0,37197 - IDE? ae Bee 1 
73,85 OFS TOS Rue oe Guar | _ 1 
73.86 0.37237 - 44, + 46 
68,17 0,15387 | “ts 93 -- 154, 
68,14 0315292) 4 4 144 - 203 


Wir méchten daher auch in anderen Fallen die Verwendung der Dampfdruckgleichung (9) 
mit n=6 zur Darstellung der Messungen bis zum kritischen Punkt empfehlen. In reduzierten 
Koordinaten, unter Verwendung des a-Kriteriums und Bestimmung der Konstanten A aus 
den kritischen Daten erhalt man dafiir folgende Forme}, in der somit nur noch zwei Koeffizienten 
den MeBwerten anzupassen sind: 


loga= Clog) + DT; (0%) +35). (12) 


Besondere Bedeutung besitzt das Kriterium fiir die Bestimmung des haufig nicht unmittelbar 
gemessenen kritischen Druckes durch Extrapolation der Dampfdruckkurve bis zur kritischen 
Temperatur. Die empirischen Interpolationsformeln von der iiblichen Gestalt kénnen dabei leicht 
zu merklichen Fehlern fiihren. So gibt beispielsweise L. Riedel® auf Grund einer Extrapolation 
seiner (in Abschnitt 4 wiedergegebenen) Dampfdruckformel fir CF’;Cl bis zur gemessenen kriti- 
schen Temperatur (28,78° C) den kritischen Druck zu 39,36 ata an. ‘Aus der a-Kurve fiir diesen 
Stoff (Abb. 5) erhalt man verhdltnismaBig genau fiir den kritischen Punkt den Wert a, = 6,65. 
Dieser liefert mit Hilfe des letzten MeBpunktes (24,85° mit 36,16 ata) fiir den kritischen Druck 
den etwas héheren Wert von 39.45 ata, dem eine wesentlich gréBere Sicherheit zukommen diirfte 
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als dem durch Extrapolation der rein empirischen Formel gewonnenen. Durch einen eventuellen 
geringen Anstieg der a-Kurve im kritischen Gebiet wiirde dieser Wert sogar noch etwas hoher 
ausfallen. 


AbschlieBend sei noch darauf hingewiesen, da® der Versuch, das a-Kriterium auf Grund 
thermodynamischer Uberlegungen oder kin tisch-statistischer Vorstellungen abzuleiten oder 
wenigstens plausibe! zu machen, zwar ziemlich schwierig, aber nicht ganz aussichtslos erscheint, 
in Anbetracht der Tatsache, daB a, wie in Abschnitt 2 dargelegt wurde, eine verhaltnismabig 
einfache physikalische Bedeutung besitzt. Da sich der Dampfdruck bekanntlich aus einer fiir 
den gesamten fluiden Zustand eines Stoffes giiltigen Zustandsgleichung berechnen 1aBt, stellt 
unser Kriterium auch fiir die Aufstellung einer Zustandsgleichung eine am kritischen Punkt 
giiltige Bedingung dar, deren explizite Formulierung allerdings ziemlich kompliziert ausfallen 
diirfte. Wir hoffen, da®B die Zukunft eine Klarung der offenen Fragen bringen wird, wofiir neue 
Prazisionsmessungen und griindliche theoretische Diskussionen erforderlich sind. 


Mitteilung aus dem Kaltetechnischen Institut der Technischen Hochschule Karlsruhe. 


(Eingegangen am 10. Juli 1947. 
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Praxis des spannungsoptischen Versuchs mit Dekorit als Modellwerkstoff. 


Von Ernst Monch in Miinchen. 


1. Einleitung. Fiir die polarisationsoptischen Modellversuche zur Ermittlung von Spannungs- 
zustanden — kurz Spannungsoptik! genannt — verwendet man heute meist die Kunstharze der 
Phenol-Formaldehyd-Gruppe, wie Dekorit, Trolon, Phenolite, Bakelit usw. Es werden zwei 
grundsatzlich verschiedene Verfahren angewandt: 

1) Beim ebenen spannungsoptischen Versuch wird ein Kunstharzmodell des zu unter- 
suchenden Objekts bei Zimmertemperatur belastet und unter Last mit polarisiertem Licht durch- 
strahlt und photographiert. 

2) Das Erstarrungsverfahren der rdumlichen Spannungsoptik beruht darauf, da6 
die Phenolkunstharze die Fahigkeit besitzen, Spannungszustande festzuhalten, wenn man das 
aus ihnen verfertigte Modell bei etwa 80° C belastet und unter Last abkiihlen laBt. Nach dem 
Erkalten kann das Modell zerschnitten und die Schnitte im polarisierten Licht untersucht werden. 

Der ebene spannungsoptische Versuch ist genauer als der rdumliche, da man mit kleineren 
Formanderungen auskommt. Auferdem hat man den Vorteil, daB man das Modell éfters ver- 
wenden, verschiedene Belastungsfalle studieren und Anderungen am Modell vornehmen kann, 
wahrend man ein raumliches Modell nur einmal verwenden kann. Daher wird man in allen Fallen. 
wo eine Zuriickfiihrung auf einen ebenen Spannungszustand miéglich ist, mit diesem auszukommen 
suchen. 

Die in der vorliegenden Arbeit mitgeteilten Erkenntnisse sind das Ergebnis zahlreicher span- 
nungsoptischer Untersuchungen, die simtlich mit dem Kunstharz ,,Dekorit“*, einem Fabrikat 


der Dr. F. Raschig GmbH. in Ludwigshafen durchgefiihrt wurden. 


2. Die Eigenschaften der Phenol-Formaldehyd-Kunstharze. a) Mechanisches und op- 
tisches Verhalten. Die Phenolkunstharze sind ein polymeres Kondensationsprodukt, das 
man sich nach Kuske? und Hetényi® als aus zwei Teilen aufgebaut vorstellt, einem temperatur- 
unabhangigen hochmolekularen elastischen Netz und einem weniger polymeren plastischen Teil 
zwischen den Maschen des elastischen Netzes, der bei Zimmertemperatur sehr zah, bei erhéhter 
Temperatur fliissig ist. Beim handelsiiblichen Material laBt sich durch Warmebehandlung 
(,,.Hartung“‘) das elastische Netz auf Kosten des plastischen Anteils noch verstarken. Die giin- 
stigsten Hartungen hat der Verfasser fiir die ebene Spannungsoptik* und fiir das Erstarrungs- 
verfahren® mit Dekorit durch Versuche ermittelt. 

Bei Zimmertemperatur ist der zahe plastische Teil fiir die Kriecherscheinungen verantwort- 
lich. Daher hirtet man Modelle fiir die ebene Spannungsoptik zweckmaBigerweise moglichst stark. 
Bei 80° C und dariiber dagegen tragt das elastische Netz allein die Belastung. La®t man ein bei 
erhéhter Temperatur belastetes Modell erkalten, so halt der erstarrende plastische Teil die Ver- 
formungen des elastischen Netzes fest und erméglicht so das Erstarrungsverfahren. Da das 
elastische Netz Trager des optischen Effekts beim Erstarrungsverfahren ist, ist die giinstigste 
Hartung die, wenn das Netz so stark ist, daB der Erstarrungsvorgang gerade noch méglich ist. 

Bei den fiir das Erstarrungsverfahren giinstigsten Versuchsbedingungen zeigt Dekorit auch 
im erwarmten Zustand plastische und Kriecherscheinungen, doch ist trotzdem die einwandfreie 
Wiedergabe von Spannungszustanden méglich?. 


-b) Der Randeffekt und seine Bekimpfung durch die Schutzhille aus Alu- 
miniumfolie. Bei der Herstellung der Phenolkunstharze durch Kondensation tritt eine Ab- 
spaltung von Wasser ein. Dieses im Kunstharz enthaltene Wasser ist die Ursache fiir die sehr 
storende Erscheinung des Randeffekts. An den freien Oberflichen findet eine standige Aus- 


1 Uber die Grundlagen der Spannungsoptik siehe L. Féppl und H. Neuber, Festigkeitslehre mittels Span- 
nungsoptik. Miinchen 1935. — L. Féppl, Grundl. d. Spannungsoptik in Ergebnisse d. techn. Réntgenkunde, 
Bd. VI; herausgeg. v. E. Schiebold. Leipzig 1938. — G. Mesmer, Spannungsoptik. Berlin 1939. — L. Féppl. 
Spannungsoptische Messungen, in Handb. d. Werkstoffprifung, Bd. I; herausgeg. v. E. Siebel. Berlin 1940. 

2 4, Kuske, Forsch. Ing.Wes. 9 (1938), S. 139. Diss. Miinchen. 

3 Hetényi, Journ. Appl. Mech. 5 (1938), 5. A-149. 

4 E. Ménch, Forsch. Ing.Wes. 13 (1942), S. 12. 

5 E, Ménch, Habilitationsschrift. Miinchen 1943; erscheint demnichst in der Zeitschrift Kunststoffe. 
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diinstung von Wasser statt, die zur Folge hat, da® sich die Oberfliche zusammenzieht und Figen- 
spannungen entstehen, wenn nicht MaSnahmen ergriffen werden, die die Ausdiinstung ver- 
hindern. Bei Zimmertemperatur sind die durch die Randwirkung verursachten Kigenspannungen 
nach einigen Stunden so groB, daB® sie die MeBgenauigkeit schon beeintrachtigen. Bei hoherer 
Temperatur verspannen ach die Modelle noch rascher. Sol! die Randwirkung verhindert 
werden, so miissen die Kunstharzmodelle mit einem vol!kommen wasserundurchlassigen Uber- 
zug versehen werden. Da die Modelle, auch fiir die ebene Spannungsoptik, praktisch immer, sei 
es zur Hartung oder zur Beseitigung von Eigenspannungen, einer Warmebehandlung unterworfen 
werden miissen, mu der Uberzug auch bei erhéhten Temperaturen den Durchtritt des aus- 
diinstenden Wassers verhiiten. Er mu8® ferner so nachgiebig sein, da er bei Warmedehnungen 
nicht selbst Spannungen verursacht. Idea! ware ein durchsichtiger Lackiiberzug, der diese Kigen- 
schaften besitzt. Ein solcher Lack ist bisher jedoch noch nicht gefunden. — - ° 

Der Verfasser hat indessen ein Mitte! zur Verhiitung der Randwirkung angegeben, das den 
praktischen Anforderungen weitgehend entspricht!. Es besteht darin, daB man die Modelle mit 
Ol bestreicht und hierauf mit einem liickenlosen Uberzug aus méglichst dinner Aluminiumfolie 
belegt, der durch Adhdsion am Model! haftet. Die einzelnen Blatter des Uberzuges miissen sich 
gegenseitig iiberlappen. Dadurch wird erreicht, da der Uberzug die Anedinertns nirgends 
durchtreten laBt, trotzdem aber nicht selbst bei Warmedehnungen des Modells Verspannungen 
verursacht, da sich die iiberlappten Schiisse gegeneinander Uericeiehen kénnen. Das Einwickeln 
in die Schutzhiille bringt zugleich noch einen weiteren Vortei!l mit sich, der bei der Warmebehand- 
lung von fertigen Modellen fiir die ebene Spannungsoptik von Wichtigkeit ist. Es lieBe sich 
praktisch nie erreichen, ein Model! so vollkommen eben herzuste!len, daB es, auf eine ebene Unter- 
lage gelegt, dort ganz gleichmafig auflage. Erwarmt man das Modell, so entstehen an den Auflage- 
stellen unregelmaBige Eigenspannungszustande. Liegt dagegen das Modell in der Schutzhiille 
auf einer ebenen Glasplatte, so bildet sich zwischen Mode!! und Hiille ein Olpolster aus, auf dem 
das Modell gewissermaBen schwimmt. Dadurch ist ein volikommen gleichmafiges Aufliegen 
des Modells auf der Unterlage gewahrleistet und es kénnen auf diese Weise pelicne groBe, ebene 
Modelle ohne Schwierigkeit eigenspannungsfrei gehartet werden. 

In der Schutzhiille kétnen die Modelle 1 bis 2 Wochen spannungsfrei aufbewahrt werden. 


3. Die verschiedenen Arten des spannungsoptischen Versuchs mit Dekorit und die zur Durch- 
filhrung notwendigen Materialkonstanten. a) Hartungsfaktor. Die Hartung von Dekorit 
kann bei Temperaturen zwischen 80 und 130° C durchgefiihrt werden. Zur /Bezeichnung einer 
bestimmten Hartung ist die Angabe der Hartungsdauer und der Temperatur erforderlich. Es 
hat sich als zweckmaBig erwiesen, als Normaltemperatur, auf die sich alle Vorschriften iiber 
Hartungsdauer usw. beziehen, 115°C zu wahlen. Die Hartungswirkung irgendeiner anderen 
Temperatur kann mit Hilfe eines Hirtungsfaktors a (Zahlentafel 1), der jeder Temperatur 
zugeordnet ist, berechnet werden. Das Produkt aus der Zeit, wahrend der bei einer Temperatur 
gehartet wurde, und dem Hartungsfaktor a fiir diese Temperatur ergibt die Zeit, die bei 115° C 
hatte aufgewendet werden miissen, um die dieselbe Hartung zu erzielen. 


Zahlentafel 1. Hédrtungsfaktor ao fiir Dekorit. 


Su) a | mG a LG a | RE a | OTe, a. 
80 0,053 90 0,124 100 0,286 110 | 0,66 120 1,50 
81 0,057 91 0,134 all 0,310 Ta en 0,71 Lie 1,64 
82 0.062 92 0,145 102 0,337 112 0,77 122 1,78 
83 0,068 93 0,158 103 0,367 Shes 0,84 123 1,93 
84 0,074 ‘ 94. 0,173 104 0,399 4 0,92 124 2,09 - 
85 0,080 ~ 95 0,188 105 0,434 115 1,00 125 2,26 
86 0,088 96 0,205 106 0,470 L692 4 1,08 126 2,45 
87 0,096 97 0,222 107 0,510 La ied oe TIA 127 2,65 
88 0,105 98 0,242 108 0,555 TES ea T3277 128 2,88 
89 0.114. 99 0,263 109 0,600 LO ea 1,38 129 Ser3: 
| s 130 3,40 


Beispielsweise mu man also bei 96° C rund 5mal so lange harten wie bei 115° C. 
Mit Hilfe des Hartungsfaktors kann auch die Hartungswirkung der Anheiz- und Abkiihlzeit 


eines Hartungsvorgangs beriicksichtigt werden, wenn der Temperaturgang hierfiir bekannt ist. 


1 Siehe FuBnote 4 von S, 267. : 


' 
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b) Ebene Spannungsoptik. In Zahlentafel 2 sind Durchschnittswerte der wichtigsten 
WerkstoffgréBen fiir verschieden gehirtetes Dekorit bei Zimmertemperatur zusammengestellt. 


Zahlentafel 2. 
Eigenschaften von verschieden gehdrtetem Dekorit bei Zimmertemperatur. 


_ Hartungsdauer in Std. bei 115° C | 0» 3 6 12 
Elastizitatsmodul E, in ke/em? 20.000 27 000 36000 | 37000 
a : Sat er kg/cm? ? a en aes: 
Spannungsoptische Konstaate S, in ~———— -cm bei | 

; Ordnung 8 10 14 | 14 

Na-Licht etwa 2 
ke ! veer Seat Sek ye | AN EA C8 ON 
Kriechen (gemessen nach 5 Minuten in °, der urspriing- x 

lichen Dehnune) % ou Sn eve 16.70% | ee 
Zugfestigkeit in kg/cm? etwa 150 | 450 650 | 950 
Barbe leicht leicht e | ‘ 

arbe blaulich | gelblich selb ieceinns: 


Hiezu ist im einzelnen noch zu bemerken: 

Als spannungsoptische Konstante S soll in dieser Arbeit immer die Hauptspannungs- 
differenz pro Isochromatenordnung! bei 1 em Modelldicke, wenn mit Natriumlicht gearbeitet 
wird, verstanden werden. Man erhalt demnach die Hauptspannungsdifferenz an einer Stelle des, 
Modells, indem man die dort auftretende Isochromatenordnung mit S multipliziert und durch 
die Modelldicke dividiert. 

Die spannungsoptische Konstante fiir die Hauptschubspannung betragt S/2. 

Die GréBen E, und S, gelten fiir den Zustand sofort nach der Belastung, wenn noch kein 
_ Kriechen erfolgt ist. Wird beim ebenen Versuch erst einige Zeit, z. B. 5 min nach der Belastung 
photographiert. so werden die hierfiir maBgebenden Werte Es min und Ss min usw. etwas kleiner, 
und zwar tritt dies um so mehr in Erscheinung, je starker das Kriechen ist. Im Interesse der 
Genauigkeit verwendet man, wie erwahnt, modglichst stark gehartetes Dekorit, da dann nicht 
nur das Kriechen geringer ist, sondern auch bessere Linearitaét zwischen Spannung und Dehnung 
besteht?. 

Die in der Tafel angegebenen Zugfestigkeiten gelten fiir kurzdauernde Belastung. Bei langerer 
Belastung kann der Bruch schon friiher eintreten. Um gegen langere Belastung und auch gegen 
Kerbwirkung eventueller Bearbeitungsriefen etc. geniigend Sicherheit zu haben, sollte die Be- 
anspruchung der Modelle auf Zug keinesfalls gréBer sein als etwa die Halfte der hier angegebenen 


Zugfestigkeit. 


c) Die beiden Méglichkeiten der Durchfithrung des Erstarrungsverfahrens. 
Dekorit ist in keinem Zustand elastisch in jenem strengen Sinne, das zu jeder Belastung ein- 
deutig eine bestimmte. Formanderung gehért, da es immer plastische und Kriecherscheinungen 
zeigt. Bei den gimstigsten Versuchsbedingungen fiir das Erstarrungsverfahren sind die Ab- 
weichungen vom elastischen Verhalten sogar recht betrachtlich. Um nun dennoch einen einwand- 
frei definierten Spannungszustand zu erhalten, von dem man mit Hilfe der Modellgesetze auf die 
Wirklichkeit schlieBen kann, kann man entweder die Belastungen oder die Verformungen wahrend 
des Versuches konstant halten. Gleichzeitig mit dem Hauptversuch la8t man einen Kichversuch 
laufen, bei dem ein Versuchskérper aus dem gleichen Material wie das Modell einem bekannten 
Spannungszustand, gewohlich reincr Biegung, unterworfen wird. Der Eichkorper erfahrt genau 
die gleiche Behandlung wie das Modell; auch bei ihm werden entweder Lasten oder Verformungen. 
konstant gehalten. Der Eichversuch liefert die spannungsoptische Konstante. 

Beide Arten des Erstarrungsverfahrens haben ihre Vor- und Nachteile. 

In der Praxis hat sich erwiesen, da man meistens das Verfahren konstanter Last an- 
wenden wird. Sein Hauptvorteil liegt in der einfachen Messung der Krafte sowohl beim Haupt- 
als auch beim Eichversuch. Beim Verfahren konstanter Last nimmt nach Aufbringen der Be- 


1 Isochromaten sind bekanntlich die im polarisierten Licht im Modell auftretenden Linien gleicher Haupt- 
spannungsdifferenz. Naheres im Schrifttum (FuSnote | von Seite 267). 
2 Siehe FuBnote 4 von S, 267. 
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lastungen die Verformung zuerst schnell, dann immer langsamer, im ganzen bei normaler Hartung 
um ein Vielfaches des Anfangswertes zu. Wird mit Federbelastung gearbeitet, so miissen die Lasten 
daher bis zur Beendigung der Abkiihlung, besonders aber am Anfang der Belastung, standig nach- 
vestellt werden. Dies ist der Hauptnachteil des Verfahrens. Bei Gewichtsbelastungen fallt dieser 
Nachteil weg, doch ist es bei gréBeren Lasten oft schwer moglich, diese durch Gewichte aufzu- 
bringen. 

Unbrauchbar ist das Verfahren konstanter Last bei allen Problemen mit gegebenen Form- 
anderungsgréBen. (Siehe hieritber Abschnitt 4c.) Bei solchen Problemen. muf das Verfahren 
konstanter Formanderung angewandt werden. 


Der Hauptnachteil des Verfahrens konstanter Formanderung liegt in der Schwierig- 
keit der Messung der aufzubringenden duBeren Lasten, da diese ja nicht konstant bleiben, sondern 
dauernd abnehmen, und zwar am Anfang der Belastung sehr rasch. Ein weiterer Mangel hegt 
darin, da es iiberhaupt praktisch sehr schwierig ist, die Formanderung konstant zu halten, 
vor allem bei der Abkiihlung. Phenolkunstharz besitzt eine verhaltnismafig hohe Warmedehnung. 
Dadurch, da® sich Modelle und Einspannvorrichtungen bei der Abkiihlung verschieden stark 
zusammenziehen, werden die Kraftangriffe entlastet, wenn es sich um Druckkrafte handelt. 
und zwar wenn es sich um mehrere Krafte handelt, nicht etwa um gleiche Betrage, sondern ganz 
unterschiedlich je nach Art des Modelles. Zugkrafte steigen sogar weiter an. Der Kichversuch ist 
denselben Einfliissen unterworfen. Einigermafen unbedenklich ist diese Fehlerquelle nur dann, 
wenn die Wege der duferen Lasten grofB gegen die Warmedehnungen sind, z. B. bei Biegungs- 
beanspruchungen. Eine weitere Ursache von Fehlern kann ferner dann gegeben sein, wenn die 
Einspannvorrichtung nicht stark genug ausgefiihrt wird, so daB sie nicht vollkommen starr ist. 


Aus allen diesen Griinden hat man sich dariber klar zu sein, daB das Verfahren der konstanten 
Formanderung auch bei noch so grofer Sorgfalt des Experimentators immer. ungenauer sein 
wird als das Verfahren konstanter Last, sobald die Messung der duSeren Lasten notwendig ist. 
Dies ist aber gerade bei den Problemen mit gegebenen ForminderungsgréBen, fiir die von den 
radumlichen Verfahren nur das konstanter Formanderung in Frage kommt, immer der Fall, da 
ja die Lasten und die gegebenen Formanderungsgréfen' unmittelbar voneinander abhangen, wie 
in Abschnitt 4 naher ausgefiihrt wird. 


Bei gewissen besonders gelagerten Problemen kann jedoch das Verfahren konstanter Form- 
anderung sogar demjenigen konstanter Last vorzuziehen sein. Die drei Bedingungen hierfiir 
sind, daf nur eine einzige Last angreift, dafB auf die Messung dieser Last verzichtet werden kann. 
und dafi keine Formanderungsgréfien gegeben sind. Auf die Messung der duferen Last kann dann 
verzichtet werden, wenn das Modell einen Teil besitzt, der theoretisch streng erfaBt werden 
kann. Dieser Teil ersetzt dann den Eichversuch. Der Spannungszustand kann einfach durch 
Vergleich mit jenem theoretisch zuganglichen Teil quantitativ vollkommen ermittelt werden. 


d) Erstarrungsverfahren bei konstanter Last. Da das Erstarrungsverfahren bei 
konstanter Last dasjenige ist, das fiir die meisten Probleme in Frage kommt, sollen zunichst 
fiir dieses Verfahren alle Fragen der Materialkonstanten ausfithrlich besprechen werden. 


Als zweckmafBige Versuchsdurchfiihrung, die in folgendem immer vorausgesetzt wird, wurde 
friiher' festgelegt: Konstanthalten der Versuchstemperatur wahrend zweier Stunden nach der 
Belastung; hierauf Abkiithlung um 10° je Stunde. 


Zahlentate! 3 enthalt die unter diesen Bedingungen sich ergebende spannungsoptische Kon- 
stante S in Abhangigkeit von Hartungsdauer und Versuchstemperatur, Tafel 4 den Elastizitats- 
modul. (Uber die Versuche, durch die diese Zahlenwerte ermittelt wurden, wird spater im An- 
hang berichtet.) Diejenigen Werte von S und E, die auf Grund der friiheren Untersuchungen 
fiir die einwandfreie Wiedergabe von Spannungszustanden brauchbar sind, sind durch eine 
stark ausgezogene Linie abgegrenzt. Die giimstigste Hartung ist 7 Stunden bei 115°C, die 
giinstigste Versuchstemperatur 80° C. 


Zum Ausdruck dafiir, da} S und E nur Konstanten im erweiterten Sinne sind, sind sie mit 
dem Index L versehen, was ,,konstante Last‘* bedeuten soll. 


Die spannungsoptische Konstante S_ bedeutet demnach in Erweiterung der fiir die ebene 
Spannungsoptik in Abschnitt 3,b gegebenen Definition diejenige Hauptspannungsdifferenz. 
die in einem aus dem erkalteten Model! herausgenommenen Schnitt von 1 cm Dicke bei Na- 


1 Siehe FuBnote 5 von S. 267. 
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Zahlentafel 3. 
Spannungsoptische Konstante Sy Clee ‘ 
rdnung 


in Abhdngigkeit von Hartung und Versuchstemperatur. Natriumlicht. 


: cm) von Dekorit fiir das Erstarrungsverfahren bei konstanter Last, 


Hartungsdauer in Std. bei 115° C 


CO eer rosea Owl ON Chay Toul Barbee, dee 9. O83 “hiag 
: | 


60° ff 4.9 67 | 8,7 ae | 14,3 | | | | 

65 2 Ba SE | PEGE ee a ee ee ae ee ee, 
70° Wt 1,25 LroeanaTe 135°] 43 [3a | 60169) | 7.8. | leo 
Erin te he eto soul sor pat 47.| 58.559 bmn 
-B0° ff 0,50 | 0,60] 0,75, 10 | 13 | 16 | 20 | 24 | 29 | 33 | 38 | 44 | 

~a5° HH 0.40 | 0.40 | 0.45 | 0,50 | 0,7 ae oe es es aR 22 | 26 3,0 | 344 
90° 0.40 0,40 | 040 | 0,40, 0,50 | 0,65 0.80 ay Liar Tae Tan ena PD 
95° 0.40 0,40 | 0,40 | 0.40 045, 0,50 | 0,60 | 0,70 | 0,80 | 0,90 1.0 | 1,15 


Zahlentafel 4. 


Elastizitatsmodul Ey; (kg cm?) von Dekorit fiir das Erstarrungsverfahren bei konstanter Last, in Abhdngigkeit 
von Hartung und Versuchstemperatur. 


Hartungsdauer in Std. bei 115° C 


1) i a Sead Sis ace Ma Pesan he ea Oe Seige aa coat See Ha 
60° || 1940 | 2600 | 3500 | 4700 | 6600 | | | 
65° |f71030 | 1550, 2150 2900 | 3850 | 5100 | 6700 8700, | 
70° 620 960 1400 | 1880 | 2450 | 3200 | 4100 | 5300 | 6700. Reap | 
15° ff 380 600 | 870 | 1120 | 1550 | 1900 | 2500 ] 3100 | 4000 | 4800 | 5900 | 
go> ff 245 315 415 | 80 800 | 1000 | 1350 | 1750 | 2300 | 2900 | 3700 | 4600 
a5: ff iss 200 240 280, 420 570 | 800 1050 | 1450 | 1800 | 2400 | 3000 | 3800 
90° |} 165 180 200} 2101 280 390| 510 670 860 1100 | 1400 | 1800 | 2300 
‘a “95° ff 145 160, 175, 190 230 280] 360| 450 550 | 670| 830 | 1100 | 1450] 


triumdampflicht durch die Isochromate 1. Ordnung angezeigt wird, wenn der Erstarrungsversuch 
bei konstanter Last unter den genannten Bedingungen durchgefiihrt wird. 

Der Elastizitatsmodul Ey ist das Verhaltnis der unter obigen Umstanden wahrend des Ver- 
suchs vorhandenen Spannung zu der nach dem Erkalten vor der Entlastung im Modell vor- 
handenen Dehnung. 

Zur gréBeren Anschaulichkeit ist die spannungsoptische Konstante S_in Abb, 1 in Abhangig- 
keit von der Hartungsdauer mit der Versuchstemperatur als Parameter, und in Abb, 2 in Ab- 
hangigkeit von der Versuchstemperatur mit der Hartungsdauer als Parameter dargestellt. 

Um Mi®erfolge bei den Versuchen zu vermeiden, ist nun folgendes von auferordentlicher 
Wichtigkeit. Die giinstige Hartungszeit von 7 Stunden bei 115° liefert, wie aus Abb. 1 hervor- 

~m2 
geht, bei 80° C Versuchstemperatur eine spannungsoptische Konstante S; von 2 eee sem, An 
diese Versuchsbedingungen wird man sich im allgemeinen halten. Nun sind aber die einzelnen 
Lieferungen Dekorit nie ganz gleich hinsichtlich ihrer Eigenschaften und reagieren namentlich 
auf die Hartung etwas verschieden. Daher ist auch der Wert von 7 Stunden fiir die giinstige 
Hartung nur als Anhalt zu betrachten. Der Charakter der Kurven der Abb. 1 bleibt zwar der-- 
selbe, nur verschiebt sich gewissermaBen beim Einzelindividuum Dekorit die Abszissenteilung 
nach der einen oder anderen Seite. Da aber gerade im Gebiet der giinstigen Hartung die Kurve: 
spannungsoptische Konstante-Hartungsgrad sehr steil verlauft, konnte es unter Umstanden vor- 
kommen. da® man. wenn man sich mit der Hartung nur an Tafel 3 bzw. Abb. 1 halten wiirde. 
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ohne den speziellen Eigenschaften des gerade verwendeten Ausgangsmaterials Rechnung zu 
tragen, eine spannungsoptische Konstante erhielte, die sich um ein Vielfaches von der gewiinschten 
unterscheidet. 

Es empfiehlt sich daher, fiir jede Licferung Dekorit die giinstige Hartung ein fiir allemal zu 
bestimmen, was durch einen Vorversuch und Verwendung der Abb. 1 bzw. der Tafel 3 leicht 
méglich ist. Man fiihrt mit einem 7 Stunden lang geharteten Kichstab den Erstarrungsversuch 
bei 80° aus und erhilt ein bestimmtes S;. Aus der Tabelle folgt fiir dieses eine Hartungsdauer, 
die im allgemeinen sich von der normalen von 7 Stunden etwas unterscheiden wird. Indem 
man diesen Differenzbetrag von der Hirtungsdauer von 7 Stunden abzieht bzw. dazu addiert, 
erhalt man die giinstige Hartungsdauer fiir das betreffende Material. 

Ist man sich tiber die Eigenschaften des Materials nicht klar, will aber aus Zeitersparnis auf 


‘einen Vorversuch verzichten, so hartet man besser vorsichtshalber etwas weniger, etwa nur 


6 Stunden bei 115° C. Macht man dann den Versuch bei 80° C. so arbeitet man sicher auBerhalb 


cm 
Ordn. 
150 | e Ordn. 
ogemessene Werte (siehe Anhang) 
125) 125) 
700 700 
s § 
Ss & 
~ 85 
= . 
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§ ol Hartung bei 15°C 
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Abb. 1. Spannungsoptische Konstante S; far das Erstarrungsverfahren Abb. 2. Spannungsoptische Konstante S,, fiir das Erstarrungsverfahren 


bei konstanter Last. Versuchstemperatur als Parameter. bei konstanter Last. Hartung in Std. bei 115° als Parameter. 


des empfindlichen Bereiches, wo die spannungsoptische Konstante sich mit der Hartung bzw. 
mit der Versuchstemperatur stark andert. Dann lauft man wenigstens nicht Gefahr, daB sich die 
tatsachlich einstellende spannungsoptische Konstante um ein Vielfaches von der beabsichtigten 
unterscheidet. 

Die Abb. 1 und 2 geben auch eine Ubersicht, welche Fehler dadurch entstehen kénnen, daB 
ein Modell durch ungleichmafige Temperaturverteilung beim Harten oder durch ungleichmaBiges 
Erwarmen beim Erstarrungsversuch stellenweise verschiedene mechanische Eigenschaften besitzt. 
Auch in solchen Fallen ist der empfindliche Bereich ungiinstig, und es mu nach Méglichkeit 
danach getrachtet werden, von ihm abzuriicken, um die Fehler herabzumindern. Dies kann ent- 
weder dadurch geschehen, das man von vornherein weniger stark hartet, oder, wenn das Modell 
schon fertig ist, eine so hohe Versuchstemperatur wahlt, da man aus dem empfindlichen Bereich 


herauskommt. Endlich ist es an Hand der Abb. 1 und 2 bzw. der Tafeln 3 und 4 ganz allgemein 


- méglich, die spannungsoptische Konstante bzw. den Elastizitatsmodul in ziemlich weiten Grenzen 


zu verandern, je nachdem dies das jeweilige Problem erfordert. Man muf nur darauf achten, daB 
man innerhalb des umrandeten Gebietes der Tafeln 3 und 4 bleibt. Dann nimmt man héchstens 
eine ciwas schlechtere Ausbeute an optischem Effekt in Kauf, je mehr man sich von der giinstigen 
Hartung entfernt. 
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e) Erstarrungsverfahren bei konstanter Formanderung. Fiir das Erstarrungsver- 
eee konstanter Formanderung sind die in Abb. 8 bis 10 der friitheren Arbeit des Ver- 
fassers! aufgetragenen GréBen maBgebend, da sie in diesem Verfahren gewonnen wurden. 


Einfach ist die Frage der Materialkonstanten meist bei den am Schlu® des Abschnitts 3c 
erwahnten Spezialfallen, bei denen auf die Messung der Krafte verzichtet werden kann. Hier 
braucht man zur Dimensionierung der Verformungen meist nur die effektive dehnungsoptische 
Konstante D-., die definiert ist als die nach der Abkihlung gebliebene Isochromatenordnung pro 
beim Versuch aufgewandte Dehnung und Modelldicke. Sie betragt fiir die giinstige Hartung rund 


Orda ps,- : 
TOM) ene (Siehe hieriiber auch den Schlu® des Abschnittes 4, d.) 


em 


Das allgemeine Verfahren konstanter Formanderung, das jedoch aus den in Abschnitt 3, ¢ 
diskutierten Griinden nur angewandt werden soll, wenn unbedingt nétig, d. h. nur bei Problemen 
mit gegebenen Formanderungsgréfen, ist zundchst eine besondere spannungsoptische Konstante 
zu definieren. Diese spannungsoptische Konstante Sp fiir das Erstarrungsverfahren bei kon- 
stanter Formanderung soll diejenige Hauptspannungsdifferenz bedeuten, die zu Beginn des 
Versuchs nétig ist, damit in einem Schnitt von 1 cm Dicke durch das erkaltete Modell bei Natrium- 
licht die Isochromate erster Ordnung auftritt, wenn der Erstarrungsversuch bei konstanter Form- 
anderung durchgefiihrt und die Temperatur wahrend zweier Stunden nach der Belastung konstant 
gehalten und dann um 10° je Stunde gesenkt worden ist. 


Der Zusammenhang zwischen Sr und den in Abb. 8 bis 10 der zitierten Arbeit! verwendeten 


GréBen D. und E, ist gegeben durch die Gleichung: 


E, ist das Verhaltnis-Spannung zu Dehnung im Augenblick der Belastung. 
Fur die giinstige Hartung von 7 Stunden bei 115° C ist D.=705 Ordnung/em, E,=4600 kg/cm?, 


ey ieee 
ke/em 


somit also Sr=6,5 -cm. Fiir den ersten Uberschlag kann mit diesen Gréfen gerechnet 


Ordaung 
- werden. Doch ist auch hier die im vorigen Abschnitt erwahnte Tatsache zu bedenken, daB die 
giinstige Hartungszeit je nach Material schwankt und daher am besten zunachst nach der dort 


angegebenen Methode fiir das vorliegende Material festgestellt wird. 


Vor dem Versuch miissen spannungsoptische Konstante Sr und Elastizitatsmodu! E, genau 
bekannt sein, da von ihnen die MaBstabe fiir Formanderungen und Krafte abhangen (siche Ab- 
schnitt 4,c). Die spannungsoptische Konstante kann an einem gleichzeitig mit dem Modell 
geharteten Probestab mit Hilfe der in Abschnitt 6,b noch zu beschreibenden Eichvorrichtung 
gemessen werden, doch miissen gréBere Gewichte verwendet werden, da die spannungsoptischen 
Konstanten Sp gréBer sind als diejenigen fiir das Verfahren konstanter Last. Zur Bestimmung 
- von Sr muf der Probestab in genau derselben Weise behandelt werden wie nachher beim Versuch 
das Modell. Wichtig ist, daB genau dieselbe Temperatur eingehalten wird. Nach Aufbringen der 
Gewichte wird die Formanderung arretiert, und zwar miiBte dies streng genommen sofort darnach 
geschehen. Praktisch muf man jedoch einige Zeit verstreichen lasseu, und zwar dieselbe Zeit- 
spanne, die hernach beim Versuch zwischen Aufbringen der Last und dem Arretieren der Form- 
anderung verstreicht. Beziiglich dieser Zeitspanne mu} man einen gewissen Kompromif schliefBen. 
Einerseits bedeutet, wie auch am Schlu8B des Abschnittes 4e erwihnt, jede Zeit, die bis zur Arre- 
tierung der Verformung verstreicht, eine Fehlerquelle, da waihrend dieser Zeit im Spannungs- 
zustand Veranderungen vorgehen. Andererseits ist es aber auch wichtig, daB die Zeitspanne, wenn 
einmal unvermeidlich, wenigstens bei Haupt- und Kichversuch genau gleich lang ist. Da aber 
der genaue Beginn der Belastung meist cine etwas unsichere Sache ist, namentlich wenn mehrere 
Lasten durch Federdynamometer aufgebracht werden, die immer wieder nachgestellt werden 
miissen, wird man oft eine Zeitspanne von etwa bis zu 5 Minuten in Kauf nehmen, damit die 
Unsicherheit des Belastungsbeginns nicht so sehr ins Gewicht fallt. 


Nach der Arretierung wartet man in iblicher Weise 2 Stunden und kihlt hierauf um 10° 
je Stunde ab, worauf man aus der Anzahl der Isochromaten im Probestab Sr bestimmen kann. 
Den Elastizitatsmodul E, findet mit Hilfe der obigen Gleichung durch Probieren aus Abb. 8 


bis 10 der zitierten Arbeit. 


1 Siehe FuBnote 5 von S. 267. 
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4. Das Modellgesetz und seine Anwendung. a) Allgemeines. Fiir die spannungsoptischen 
Versuche ist das statische Modellgesetz anzuwenden. Es bedeute im folgenden in irgend einem 
Teil der Hauptausfithrung K eine Kraft, F die Flache senkrecht zur Kraft, L eine Lange, (o) die 
durch K hervorgerufene Spannung, AL die infolge von ‘K eintretende Anderung von L, (E) den 
Elastizitatsmodul der Hauptausfiihrung. 


Die entsprechenden GréBen an derselben Stelle des Modells seien mit k, f, 1, o, Al und E 
bezeichnet. Vorausgesetzt wird fiir Hauptausfiithrung und Modell das Elastizitatsgesetz (Hooke- 
sches Gesetz). Es lautet fiir die Hauptausfihrung?: 

AL. (oe) Be 
MD aye ae) 


und fiir das Modell 
Al eG k 


Pat Bs, Caine 
Zunichst ist geometrische Ahnlichkeit zu fordern, d. h. das Verhaltnis jeder Lange L der Haupt- 


ausfihrung mu zur entsprechenden Lange 1 des Modells dasselbe Verhaltnis L/l=/ besitzen. 
Das Verhaltnis der Spannungen ergibt sich aus obigen Gleichungen zu 


@) 4b 1 ® a) 


Ge ay ke 


(oes 


Da AL und Al als Lange das Mafstabverhaltnis A besitzen miissen, folgt 
o 
LE Ai Pe: 


(2) 


d.h. das strenge statische Ahnlichkeitsgesetz verlangt, daB die Dehnungen in Hauptausfiihrung 
und Modell dieselben sind. 


Diese Forderung kann nun bei den spannungsoptischen Versuchen meist nicht eingehalten 
werden, da die Formianderungen der Kunstharze griéBer sind als die der Werkstoffe Stahl, 
Beton u. dgl., aus denen die zu untersuchenden Hauptausfiihrungen meist bestehen. Ein Bei- 
spiel mége dies erlautern. Angenommen ein zu untersuchender Konstruktionsteil aus Stah! werde 
an seiner hichstbeanspruchten Stelle mit (¢)=2000 kg/cm? auf Zug beansprucht. Kin Modell 
des Teiles von 1 em Dicke aus gehartetem Dekorit vom E-Modul E=36 000 kg/cm? wiirde dann 
nach dem strengen Abnlichkeitsgesetz an der entsprechenden Stelle cine Spannung o=(o) E/(E) 
= 2000 - 36000/2,1 - 10°=34 kg/cm? aufweisen, was etwa die Farbgleichenordnung 2} an dieser 
Stelle ergibe. Diese geringe Ordnung an der héchstbeanspruchten Stelle ware fiir eine genaue 
Auswertung véllig unzureichend und hieBe die optischen Eigenschaften von Dekorit, mit dem 
man mit Leichtigkeit die 20. Ordnung erreicht, schlecht ausniitzen. Wiirde der Versuch nach 
der strengen Ahnlichkeit im Erstarrungsverfahren durchgefiihrt, etwa mit dem Elastizitats- 
“modul E; =1300 kg/cm? und der spannungsoptischen Konstante S;=2 kg/cm - Ordnung, so ware 
beim Modell o=1,24 kg/em?. Ein Schnitt von 4mm Dicke wiirde nur die Ordnung 0,25 zeigen. 
Dieses Beispiel zeigt, da®B man ver allem beim Erstarrungsverfahren, aber, wenn auch in geringerem 
MaBe, auch in der ebenen Spannungsoptik, mit gréBeren bezogenen Formanderungen arbeiten, 
das heifSt die geometrische Ahnlichkeit in den Formanderungen fallen lassen muB. 


Dies ist nun gliicklicherweise in den meisten Fallen ohne weiteres statthaft, nadmlich dann, 
wenn die Formanderungen noch mit geniigend Annidherung als klein gegen die geometrischen 
Abmessungen angesehen werden kénnen, d. h. wenn durch die Formanderungen die geometrische 
Abnlichkeit nicht gestért wird. Dann wird in allen Teilen von Hauptausfiihrung und Modell 
auf Grund des Elastizitaitsgesetzes sich ein ahnlicher Spannungszustand einstellen, auch wenn 
die Formanderungen nicht geometrisch ahnlich gema® dem Langenma®stab 4 sind. Man darf 
vielmehr dann einen eigenen, von A unabhangigen Formanderungsmafstab 4,=A L/AI beliebig 
wahlen. Man beniitzt hier, mit anderen Worten ausgedriickt, nichts anderes als die bekannte 
Tatsache, da bei jedem Spannungszustand im allgemeinen die Spannungen den auGeren Lasten 
proportional sind. 


? Die Querdehnung bleibt in folgendem unberiicksichtigt. Der Umstand, da® Modell und Hauptaus- 
fiihrung im allgemeinen verschiedene Querdehnungszahlen besitzen, beeintrachtigt unter Umstanden die 
Strenge des Modellgesetzes, doch sind die dabei auftretenden Fehler immer geringfiigig. Vgl. hierither: Féppl- 
Neuber (FuBnote 1 von 8. 267). 3 ; 
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‘Mit Einfithrung des fiberitndarunperiaBeiabes A, erhalt man aus Gleichung (1) ein erwei- 
tertes statisches Ahnlichkeitsgesetz von der Form 
ROA Se (0) A, (F) 
TOE ae ag eae igs a ee (3) 
Der Quotient 4,/A ist der MaBstab der Dehnungen. Ist er gleich eins, so hat man strenge 
statische Ainlihkeit. 


_ Die Mafistabe x fiir die Krafte und y fiir die Momente im erweiterten statischen Ahnlichkeits- 
gesetz ergeben sich zu 


K F E 
oe ou 2 Ae Boihd At (4) 
un 
pon dae (5) 


Ob die erweiterte statische Ahnlichkeit zulassig ist, mu im Einzelfalle entschieden werden. 
Ein Beispiel, wo dies nicht der Fallist, ist die Pleviguhis vane: Wiirde man die Biegung von Platten 
im Erstarrungsverfahren untersuchen, so mite man so groBe Durchbiegungen anwenden, daB 
sich die Plattenmittelflache unzuldssig staxk von der urspriinglichen geometrischen Form der 
Ebene entfernt. Es kame dann beim Modell zum Biegungsspannungszustand noch ein Langs- 
spannungszustand hinzu, der in der Hauptausfihrung nicht vorhanden ist. Ein weiteres Beispiel 
sind alle Stabilitats probleme, fiir die ja gerade charakteristisch ist, daB im kritischen Gebiet die 
Proportionalitat zwischen Last und Formanderung aufhért. Stabilitatsuntersuchungen im Verein 
mit spannungsoptischen Messungen sind daher nicht méglich. 

Probleme, fiir die das erweiterte Ahnlichkeits gesetz nicht mehr zulassig ist, sind spannungs- 
optisch nicht exakt zu lésen. Es kime hichstens noch bei ebenen Spannungszustanden als Aus- 
weg in Frage, das Model! so dick zu machen, daf man bei strenger Ahnlichkeit noch einen ge- 
niigenden optischen Effekt erhalt, meist gelingt es jedoch bei dicken Modellen nicht mehr, einen 
einwandfreien ebenen Spannungszustand herzusiellen. Beim Erstarrungsverfahren kommt auch 
dieser Ausweg nicht in Frage, sondern man mu entweder die aus der unvollkommenen Ahnlich- 
kcit entspringenden Fehler in Kauf nehmen oder auf die optische Ermittlung der Spannungen 
verzichten. 


b) Der Sonderfall des ebenen Spannungszustandes. Der ebene Spannungszustand 
ist dadurch charakterisiert, da er in einer Dimension, namlich in Richtung der Dicke des Mo- 
dells, unveradnderlich ist. Daher bleibt beim ebenen Modellversuch der Spannungszustand immer 
derselbe, gleichgiiltig, welche Dicke man dem Modell gibt, vorausgesetzt, daB es wirklich gelingt, 
einen einwandfrei ebenen Spannungszustand herzustellen. Mit anderen Worten, man darf in 
der ebenen Spannungsopt:k einen weiteren Mafstab, den Dickenmafstab 6 beliebig wahlen. 
Bezeichnet man die Dicke der Hauptausfiihrung mit D und die des Modells mit d, so daB d= D/d 
ist, so hat man fiir eine Kraft die Bezichungen 


K=(o)S D baw. k=osd, (6) 


wo S bzw. s eine Langenabmessung bedeutet. Damit erhalt man ein erweitertes statisches 
Ahnlichkeitsgesetz fiir den ebenen Spannungszustand folgenden Inhalts: Unver- 
andert bleibt Gleichung (3) fiir den SpannungsmaBstab 


(@) _ 


a iN By 
Unter Beniitzung von (4) ergibt sich fiir den Kraftemafstab 
(7) es (E) 
Sees topr 46 =hO-, (7) 
da S und s dem Langenmafstab A gehorchen miissen, und fiir den MaBstab der Momente 
E 
ange (8) 


Von den MaBstiben A, A,, 6, x, (c)/o, 4 kénnen in der ebenen Spannungsoptik drei beliebig ge- 
wahlt werden. 

Setzt man wieder A,=A, so hat man strenge statische Ahnlichkeit in der Ebene (Gleichheit 
der Dehnungen), setzt man weiter d=/, so erhalt man das allgemeine statische Ahnlichkeits- 
gesetz. 

18 
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c) Sonderfalle mit gegebenen FormanderungsgréBen. ‘Bei vielen Problemen sind 
auBer den gegebenen Belastungen gewisse ForminderungsgréBen vorgegeben. Man denke x. B. 
an mehrfach gelagerte Baukonstruktionen, bei deren Berechnung beriicksichtigt werden muh, 
daB sich einzelne Auflager unter der Belastung setzen kénnen. Im Modellversuch kann man dies 


beriicksichtigen, indem man die betreffenden Auflagerstellen von vornherein tiefer legt, so daB 


im unbelasteten Zustand Zwischenraume zwischen Tragwerk und Auflager vorhanden sind, die 
sich erst bei der Belastung schl’eBen. Bei derartigen Versuchen ist nun wohl zu beachten, dai 
die genannten Zwischenriume den Forminderungen zuzurechnen sind und daher fiir ihre Be- 
messung der Forminderungsmafstab A,, nicht der Langenmafstab 2 mafgebend ist. 

Hierher gehéren auch alle jene Falle, wo zwischen Konstruktionsteilen ein Spiel besteht, 
das durch die fiir die Fertigung zugelassenen Toleranzen bedingt ist. In solchen Fallen ent- 
steht dann eine kraftschliissige Verbindung erst im Laufe der Belastung, meist nur in gewissen 
Bereichen der Konstruktion. Ein einfaches Beispiel dieser Art ware etwa ein zylindrischer Hohl- 
kérper, der mit geringem Spiel in einen Hohlraum eingepaft ist und unter hohem Innendruck 
sich an die Wand des Hohlraumes anlegt. Das Spiel ist nicht geometrisch adbnlich, sondern 
nach dem Formanderungsmafstab auszufihren. 

Da die bezogenen Forminderungen bei spannungsoptischen Versuch immer grofer gewahlt 
werden miissen als in der Wirklichkeit, wird das Spiel beim spannungsoptischen Modell auch immer 
gréBer sein als in der Wirklichkeit. Dies bedeutet eine Erleichterung in der Modellherstellung, 


da an die Genauigkcit der Ausfiihrung dann ebenfalls nicht dieselben Anforderungen gestellt zu 


werden brauchen als bei der Hauptausfihrung. 
: Soll ein Problem mit vorgegebenen FormanderungsgréBen im Erstarrungsverfahren unter- 
sucht werden, so darf nur das Verfahren konstanter Formanderung (siehe Abschnitt 3, ¢ und e) 
angewandt werden. Da8 das Verfahren konstanter Last unbrauchbar ist, kann an dem Beispiel 
der Briicke mit Auflagerserkungen leicht eingesehen werden. Brachte man hier die konstanten 
Lasten auf, so wiirden die gesenkten Auflager zundchst nur kleine Krafte aufnehmen, die dann 
mit der Zunahme der Formanderungen, die bei diesem Verfahren charakteristisch ist, standig 
gréBer werden. Der Spannungszustand wiirde sich also wahrend des Versuchs dauernd andern, 
und das Ergebnis ware ein Gemisch aller dieser Spannungszustande. 
" 


.d) Die Wahl dér MaSstibe. Hat man eine spannungsoptische Untersuchung durchzu- 
fiihren, so ist zunachst die GréBe des Modells und damit der Langenmafistab J festzulegen. 


Grundsatzlich steigt mit der ModellgréBe die Genauigkeit. Doch sind der GréBe des Modells, ~ 


hauptsachlich durch die apparativen Méglichkeiten, Grenzen gesetzt. 

Als Modelldicke in der ebenen Spannungsoptik wird man meist 10 mm wahlen. Diese Dicke 
hat sich praktisch als vorteilhaft erwiesen. Einerseits erhalt man mit ihr einen allen Anspriichen 
geniigenden optischen Effekt, andererseits gelingt es erfahrungsgema8 immer, mit solchen Mo- 
dellen einen sauberen ebenen Spannungszustand zu erreichen. Mit der Dicke ist der Dickenmaf- 
stab 6 festgelegt. ‘ 

Raumliche Modelle sollen mindestens so groB sein, daB in Scheiben von 3 bis 4mm Starke, 
die an interessierenden Stellen herausgeschnitten werden, ein praktisch noch als homogen an- 
zusehender Spannungszustand herrscht. In der GréBe der réumlichen Modelle ist man haupt- 
sachlich dadurch beschrankt, daB das Modell samt Belastungsvorrichtung in einem elektrischen 


Ofen untergebracht werden muf. Ferner ist zu beachten, da®B wegen des kleinen Elastizitats-_ 


moduls, mit dem beim Erstarrungsverfabren gearbeitet wird, oft das Eigengewicht des Modells 
die Ergebnisse falschen kann, wenn das Modell zu gro8 ausgefiihrt wird. Man mu daher darnach 
trachten, die Modelle beim Erstarrungsversuch co aufzustellen, da der EinfluB® des Eigengewichtes’ 
moglichst gering bleibt. Unter Umstainden mu man die durch das Gewicht zusatzlich hervor- 
gerufenen Spannungen abschatzen und von den Ergebnissen in Abzug bringen. 

Von groBer Wichtigkeit ist es, den Kraftemafstab richtig festzulegen, um einerseits einen fiir 
die Auswertung geniigend hohen optischen Effekt zu erreichen, andererseits eine Uberbeanspru- 
chung der Modelle zu vermeiden, die zu Briichen fiihren kénnte. Unumganglich notwendig ist 
eine sorgfaltige Bestimmung des Kraftemafstabes vor dem Versuch beim Erstarrungsverfahren, 
da der Versuch nicht wiederholt werden kann. Aber auch beim ebenen spannungsoptischen Ver- 
such ist ein vorheriger Uberschlag immer zu empfehlen, damit die Einspannvorrichtung richtig 
dimensioniert und beurteilt werden kann, ob die vorhandenen Kraftme®einrichtungen ausreichen. 

Ks empfiehlt sich meist folgender Weg zur Bestimmung des Kraftemafstabes. Die héchste 
in der zu untersuchenden Konstruktion auftretende Hauptspannungsdifferenz (0,;)—(02) wird 
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zunachst méglichst genau abgeschitzt. Dies kann z. B. mit den zur Verfiigung stehenden Mitteln 
der Elastizititstheorie geschehen. Handelt es sich um eine Konstruktion, die im Betrieb versagt 
hat und deshalb untersucht werden soll, so kann man hiufig als héchste Beanspruchung die 
Dauerfestigkeit bzw. Streckgrenze des betreffenden Werkstoffes annehmen. Soll die Berechnung 
einer Konstruktion iiberpriift werden, so kommt unter Umstinden auch die zulassige Spannung, 
mit ‘der gerechnet wurde, in Frage. Die hichste Hauptspannungsdifferenz (6,;)—(o,) soll nun 
an der entsprechenden Stelle des Modells durch eine angemessene Isochromatenordnung n wieder- 
gegeben werden. Ist die Hauptspannungsdifferenz an dieser Stelle des Modells 01-~ 02, die span- 
nungsoptische Konstante des Modellwerkstoffes S und die Dicke des ebenen Modells bzw. des 
aus dem raéumlichen Modell herausgearbeiteten Schnittes d, so besteht die Beziehung 


AS) 
Oy — 0 = 


Hieraus ergibt sich der SpannungsmaBstab zu 


(o) oo (01) — (62) 4 (0,) — (2) 
rc ane! as °) 


Als Richtlinien fiir die Wahl der Isochromatenordnung n an der hichstbeanspruchten Stelle 
kann nach praktischen Erfahrungen gelten: n=10 bis 15 fiir ebene Modelle von 1 cm Dicke. 
Fir kleine Modelldicken ist n unter Umstinden geringer zu wihlen, so daB o,—o, nicht zu hoch 
wird. Die zulassigen Werte sind nach den Angaben fiir die Festigkeit von gehartetem Dekorit 
in Abschnitt 3b zu beurteilen. 


Fiir rdumliche Versuche bei Schnitten von 3 bis 4 mm Starke n=6 bis 8. 


Als spannungsoptische Konstante S sind die in Abschnitt 3b, d und e angegebenen Werte 


- einzusetzen. Beim Erstarrungsverfahren sind die dort gemachten Bemerkungen besonders sorg- 


faltig zu beachten. 


Ist der Spannungsmafstab nach Gleichung (9) festgelegt, so kénnen die tibrigen Mafstiabe 
nach den Beziehungen (3), (4) und (5) bzw. (7) und (8) berechnet werden. Bei Problemen mit vor- 
gegebenen Formanderungsgréfen ist zu beachten, daB in die Berechnung des Forminderungs- 
maBstabes A, die Elastizitaétsmoduln von Hauptausfihrung und Modell eingehen. Diese miissen 
daher bekannt sein. 


Es sei noch bemerkt, das die obige Festsetzung der MaBstibe tiber den Spannungsmafistab 
nur als Uberschlag zu betrachten ist. Bei der endgiiltigen Festsetzung wird man oft aus Zweck- 
mafSigkeitsgriinden einen der erhaltenen Mafstabe aufrunden, um beim Versuch mit bestimmten 
einfachen Werten von gegebenen Grifen, z. B. Durchbiegungen oder Kraften, arbeiten zu kénnen, 
und dann die iibrigen Mafistabe darnach neu berechnen. In der ebenen Spannungsoptik ist es 
z. B. oft zweckmaBig, an einem bestimmten Modellpunkt eine ganzzahlige Isochromatenordnung 


einzustellen und durch diese Belastung den KraftemaBstab festzulegen. 


Eine Sonderstellung bei der Dimensionierung der Belastung nimmt das Erstarrungsverfahren 
bei konstanter Formanderung, wenn keine Kraft gemessen wird, ein. In diesem Fall geht man 
von der dehnungsoptischen Konstante D, aus, die bei der giinstigen Hartung rund 700 Ord- 
nungen/cm betragt. Die Dehnung ¢, die an der hiéchstheanspruchten Stelle erforderlich ist, um 
bei einer Schnittdicke d die Ordnung n zu erzeugen, ist 


Bai he 


die dazugehérige Spannung o=« E, wenn E der Elastizitétsmodul ist, der aber nicht bekannt 
zu sein braucht. Nun rechnet man sich mit den Hilfsmitteln der Elastizitaitstheorie angenahert 
aus, welche duBere Last k die Spannung o hervorruft, und ferner, welche Durchsenkung f der 
Angriffspunkt von k erfahrt. Diese beiden Gleichungen haben immer die Form: 

k 


Bat sO Mn. cis f=, Fr 


wo c, und cy, nur von den Modellbemessungen abhangen. Durch Kombination dieser beiden 


-Gleichungen mit der vorher erhaltenen erhalt man schlieBlich die Verformung f, die das Modell 
erhalten muf, 


om Mal. i af Bao a8 nh + pe Se a, ETS eee A hs 
Ey (nF et oar tat al ad OD Moe te ae 


278 Ménch: Praxis des spannungsoptischen Versuchs mit Dekorit als Modellwerkstoff.  Ingenieur-Archiv 
nT 


e) Beispiele. 

1) Fiir einen Nockenhebel aus Stahl soll festgestellt werden, bei welcher Last P die Streck- 
grenze von (¢;) = 2800 kg/cm? iiberschritten wird. Die Form des Hebels sowie die Beanspruchung 
geht aus Abb. 3 hervor. Ferner soll eine Form des Hebels gefunden werden, bei der bei gleicher 
Anstrengung eine héhere Kraft P zulassig ist. Der Hebel ist etwa 100 mm hoch und hat eine 
itberall gleiche Starke von 10 mm. 

Es handelt sich um ein ebenes Problem. ZweckmaBiger Langenmafstab: A=0,5. Damit wird 
das Modell 200 mm hoch. Modelldicke: 1 cm, folglich ist der Dickenmafstab QE 

Uberschlag der aufzuwendenden Kraft: Schwachste ‘Stelle vermutlich bei der unteren Aus- 
rundung am Nocken. Nach der elementaren Biegungstheorie ist mit Hebelarm a= 6,5 cm 
und Widerstandsmoment W=1cm* im Querschnitt x—x der Hauptausfithrung die Kraft P 
roh angenahert P=(o,) W/a=430 kg. Im Modell soll etwa die 10. Isochromatenordnung erreicht 

werden. Dann wird nach (9) der 


Spannungsmafstab 
(c) As. (6s) oa) 2800 — an eee 
TGS eStats 2 


und nach (7) der Kraftemafstab 
ak Bee ji 20 0ser e102 


also die Kraft p beim Versuch 
p=P/x=43 kg. Darnach ware die 
Belastungsvorrichtung zu dimensio- 
nieren. 

Der tatsachliche Spannungszustand 
weicht erheblich von der rohen 
Schatzung nach der  elementaren 
Theorie ab. Es geniigte beim Versuch 
F=15 kg. Dabei ergibt sich schon 
die héchste Isochromatenordnung zu 
11,0 (Abb. 4). Der Eichversuch ergab 


o 2 
S=13,8 8 om. Damit erhalt 
Ordnung 
man jetzt den Spannungsmafstab zu 
(yin 2800) ty 
a iAcll: (oe 


und den KraftemaBstab zu x=9,23. 
Die gesuchte Kraft, bei der die Streck- 
grenze iiberschritten wird, betragt also 


P=x p=138kg. 


Abb. 3. Dekoritmodell eines Nockenhebels in der Belastungsvorrichtung. 


Das Isochromatenbild 5 zeigt eine giinstigere Formgebung des Hebels. Bei einer Kraft p - 


von ebenfalls 15 kg tritt hier nur die 7,5te Isochromate auf. Bei dieser Form darf also P um das 
Verhaltnis 11,0/7,5 gréBer sein, also 203 kg betragen. 


2) Die Berechnung einer statisch unbestimmt gelagerten Rostbriicke aus Stahlbeton soll 
mit Hilfe eines Modells im Mafstab 1:100 nachgepriift werden. Die Einzeltrager seien prismatisch, 
so daB sie im ebenen spannungsoptischen Verfahren untersucht werden kénnen, und mégen im 
Modell eine Dicke von 8 mm besitzen. Bei der Berechnung sei zur Sicherheit eine Senkung der 
Mittelstiitzen um 5 cm angenommen worden. Die hichste Spannung sei zu 150 kg/cm? festgestellt 
worden. Der E-Modul fiir Stahlbeton sei zu 210000 kg/em? angenommen. Fir das Modell sei 


der E-Modul zu 34.000 kg/em?, die spannungsoptische Konstante zu 13,5 oe -cm ermittelt 
rdnung 


worden. 


Wird an der héchstbeanspruchten Stelle die Isochromate zehnter Ordnung gewiinscht, so 
ist der SpannungsmaBstab nach (9) ; 


AG) AG) aCe) nO 
PK Rr Tp RAT sa 
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Nach (3) ergibt sich der Formanderungsmafstab zu 


obra VAC) dE _ 34000 
Math its (E) 100° 0,89 «310000. 


Aus experimentellen ZweckmafBigkeitsgriinden werde A, jedoch zu 12,5 gewahlt. Dann wird das 
den Auflagersenkungen entsprechende Spiel an den Auflagern des Modells 50/A,=4 mm. Der 
endgiiltige Spannungsmafstab wird dann (c)/o = 0,775, der KraftemaBstab ~ = 2? (o)/o = 775. 


3) Ein Betonierkérper eines Wasserkraftwerkes soll an einem Modell im Mafstab 1:100 im 
Erstarrungsverfahren untersucht werden. Die Belastungen durch Wasserdruck und Gewichts- 
krafte seien niherungsweise in vier Resultierende zusammengefaBt worden, von denen die grébte 
R=5000 t betragt Als héchste Spannung in dem teilweise zu armierenden Beton wird 50 kg/cm? 
erwartet. Als Belastungsorgane sollen Kraftmesser mit 200 kg Héchstlast zur Verfiigung stehen. 


= 14,4. 


Da keine Formanderungsbetrage vorgegeben sind, kann der Versuch bei konstanter Last 
durchgefiihrt werden. 

Ein Versuch mit einem gleichzeitig 
mit dem Modell geharteten Biegestab 
habe eine spannungsoptische Konstante 


ke 2 
Aiea cm fiir 80°C Versuchs- 


— $1=3,5 — 
ee ss Ordnung 

temperatur ergeben. Das Modell ist also 

etwas zu stark gehartet. 


Die maximale Spannung sol! bei 4 mm 
Schnittdicke durch die achte Isochromaten- 
ordnung wiedergegeben werden. Nach (9) 
wird der Spannungsmafstab 

(0) _ ()—(o) g__ 50-044. 

o Spn 3,0:8 


und der KraftemaBstab 


=O Wo 


Pie aE SG 
G 
Die Last R erhalt demnach am Modell die 


GréBe 
R 5000000 
pene rie Ai eee ae 

iibersteigt also die Leistungsfahigkeit 
der vorhandenen Mittel. Um trotzdem 
einen geniigend hohen optischen Effekt 
zu erzielen, mu die spannungsoptische 
Konstante erniedrigt werden. Dies ge- 
schieht, wie Tafel 4 zeigt, indem eine héhere Versuchstemperatur gewahlt wird, z. B. 95° C. 
Dann wird S_=0,95, (c)/o=2,63, x=26300. Die Kraft r wird 190 kg und kann somit 
durch die vorhandenen Mitte] aufgebracht werden. Gleichzeitig riickt man mit den Versuchs- 
‘bedingungen, wie Abb. 1 zeigt, aus dem empfindlichen Gebiet heraus. 


Abb. 4. Isochromatenbild des Abb. 5. Verbesserte Form. 
Nockenhebels. p= 15 kg. p=15 kg. 


5. Die Herstellung der Modelle aus Dekorit. a) Allgemeines. 1) Bearbeitung. Die Mo- 
delle werden aus Platten oder Blécken nur durch spanabhebende Bearbeitung hergestellt. Bei 
der Bearbeitung ist oberster Grundsatz, da® dabei keine Eigenspannungen in das Modell hinein- 
kommen diirfen. Besonders bei Modellen, die vor der Bearbeitung gehartet werden und hernach 
keine Warmbehandlung mehr erfahren, ist dies wichtig. Man vermeidet die Eigenspannungen, 
indem man die Warmeentwicklung méglichst gering halt und unnétigen Druck des Werkzeugs 
auf das Werkstiick tunlichst vermeidet. Es hangt viel von dem Geschick des Mechanikers ab. 
Er mvu8 sich selbst Erfahrungen sammeln, wie er seine Werkzeuge am giinstigsten schleift, welche 
Schnittgeschwindigkeiten er am besten anwendet. Vor allem aber mu in der Werkstatt eine 
einfache spannungsoptische Apparatur stehen, und der Mechaniker im spannungsoptischen Labo- 
ratorium mu8 sich von Anfang an daran gewoéhnen, seine Arbeit laufend in ihr zu iiberpriifen 
und sich nétigenfalls zu korrigieren. 
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An Bearbeitungsarten eignen sich am besten solche, bei denen sich entweder das Werkzeug 
nicht dauernd am Werkstiick befindet, so daB es Gelegenheit hat, sich zwischendurch wieder ab- 
zukiihlen, wie beim Sagen mit Bandsage, und beim Frasen, oder solche, bei denen das Werkstiick 
laufend eine gute Kiihlung erfahrt, wie meist beim Drehen, Meist ist es bei diesen Bearbeitungs- 
arten dann nicht notig, eine kiinstliche Kithlung anzuwenden. Auch Feilen eignet sich bei einiger 
Vorsicht, doch darf man nur mit scharfen, neuen Feilen arbeiten. Bohren mit Spiralbohrer ist 
eine etwas heikle Sache wegen des Mangels an Kihlung, und weil die Gefahr besteht, daB die 
Spine sich zwischen Weikzeug und Werkstiick klemmen. Es gelingt nach einiger Ubung, indem — 
man den Bohrer zur Kiihlung und zur Auswerfung der Spine in kurzen Abstinden senkt und 
hebt, auch Bohrungen ohne die geringsten Eigenspannungen herzustellen. 

Die rohe Form des Modells wird am besten zunachst mit der Bandsige herausgearbeitet. Man 
verwendet zweckmaBig ein méglichst schmales Metallsageblatt, um auch Rundungen sagen zu 
kénnen. Darnach wird die endgiltige Bearbeitung durch Frasen, Drehen, Feilen usw. vor- 
genommen. 

Da der beim Arbeiten mit Phenolformaldehyd-Kunstharz entstehende Staub die Schleim- 
haute reizt, muB die spannungsoptische Werkstatt eine Absaugevorrichtung besitzen. Behelfs- 
maBig geniigt oft ein gewohnlicher Staubsauger. - 

2) Hartung. Die Hartung erfolgt immer in der Schutzhiille aus Aluminiumfolie. Bei fertigen . 
Modellen ist sie nach den in den folgenden Abschnitten gegebenen Anleitungen besonders sorgfaltig 
anzulegen. Wird nur das Ausgangs- 
material, aus dem das Modell her- 
gestellt wird, gehartet, so geniigt 
eine Lage Aluminiumfolie auf dem 
eingedlten Kunstharz. 

Alle Teile und alles Ausgangs- 
material fiir ein bestimmtes Modell 
sowie der Probestab fiir den Hich- 
versuch sind gleichzeitig zu harten. 
Nimmt das Material einen groBen 
Raum ein, so ist genau zu priifen, 
ob wirklich tiberall die gleiche Tem- 

Abb. 6. Modell mit Fiillstiicken auf dem Hiillblatt. peratur herrscht. Namentlich bei 

: Modellen fiir das Erstarrungsver- 

fahren ist dies wichtig, da sich hier geringe Harteunterschiede stark in den Eigenschaften des 
Kunstharzes auswirken. 

Damit das Kunstharz frei von Eigenspannungen bleibt, ist es besonders wichtig, daB es lang- 
sam abgekihlt wird. Die Temperatur soll sich beim Abkihlen im allgemeinen nicht schneller 
als etwa 10° C pro Stunde senken. Bei gréBeren Modellen fiir die ebene Spannungsoptik ist noch 
langsameres Abkiihlen erforderlich, da die ebene Spannungsoptik genauere Messungen gestattet 
und daher an die Spannungsfreiheit des Modells gréBere Anforderungen gestellt werden miissen. 
Eine automatische Abkihlvorrichtung ist zweckmaBig. 


Wird bei einer anderen Temperatur als 115° gehartet, so kann die dafiir nétige Hartungs- 
dauer mit Hilfe des Hartungsfaktors (s. Abschnitt 3a) errechnet werden. Sollen mit der Hartung 
gleichzeitig gréBere Kigenspannungen beseitigt werden, so wahlt man besser eine niedrigere 
Temperatur. Als Anhalt fiir die Beseitigung von Eigenspannungen kann ein friiher beschriebener 
Versuch dienen*. Er zeigte, daB bei 95° die fiinfte Isochromatenordnung in ungehartetem Dekorit 
nach 8 Stunden auf etwa die erste zuriickgeht und nach 24 Stunden praktisch ganz verschwindet. 
Systematische Versuche iiber die giinstigste Temperatur sind bisher nicht durchgefiihrt worden. 

Jede Warmebehandlung, die tiber 97° C durchgefithrt wird, mu in einem UberdruckgefaB 
ausgefiihrt werden”. Das Gefa® wird vor der Warmebehandlung mit Luft aufgepumpt und luft- 
dicht verschlossen. Bis 120° C geniigt 1 atii, im kalten Zustand gemessen, bis zu 130° € 2 atii. 


b) Ebene Modelle. 1) Modelle, die im fertigen Zustand gehartet werden. Modelle fiir die 
ebene Spannungsoptik stellt man im allgemeinen aus beiderseits polierten Platten ungcharteten 
Dekorits her und hartet sie erst im fertigen Zustand. Dies hat den Vorteil, daB man weder wegen 


1 Siebe FuBnote 5 von S. 267. 
° Siehe FuBnote 4 von S. 267. 
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eventuell bei der Bearbeitung entstehender Eigenspannungen besonders vorsichtig zu Werke 
gehen, noch sich mit Riicksicht auf den entstehenden Randeffckt besonders beeilen mu, da 
kleinere Eigenspannungen bei der Hartung wieder verschwinden. Das Verfahren eignet sich daher 
besonders fiir verwickeltere Modellformen, die eine lange Herstellungszeit erfordern. 


Nach Herstellung des Model!s erfolgt das Anlegen. der Schutzhiille. Dies mu8 mit grofer 
Sorgfalt geschehen und soll an einem Beispiel durch die Abb. 6 und 7 erlautert werden. Zunichst 
werden fiir Bohrungen und konkave Konturen im Modell a Fiillstiicke b aus Dekorit roh aus- 
geschnitten, so daf’ beim Zusammenlegen zwischen ihnen und dem Modell ein Zwischenraum 
von %—1 mm besteht. Damit erreicht man, da die Hiille um eine iiberall konvexe Kontur ge- 

_ legt wird, so daf sie nirgends einreiBt. Aus Aluminiumfolie von nicht mchr als 0,01 mm Starke 
schneidet man sich nun: zwei Deckblatter e von der Kontur des Modells einschlieBlich der Fiill- 
‘stiicke, zwei Hiillblatter d, die diese Kontur um etwa 2% cm iiberragen, und einige Streifen c, 
deren Breite gleich der Modelldicke ist. Nun wird das erste HiiJblatt auf eine ebene Glasplatte 
und darauf das Modell mit den Fiil!stiicken gelegt, nachdem beides mit O] mittlerer Viskositat 
bestrichen worden ist. Zwischen Modell und Fiillstiick werden die Streifen ¢ gebracht (Abb. 6), 
die ein Zusammenkleben beim Harten verhindern. Hierauf wird das erste Deckblatt aufgelegt 
und dann der iiberstehende Rand des Hiillblattes vorsichtig dariibergeschlagen (Abb. 7), wobei 
Risse im Hillblatt méglichst vermieden werden miissen. Beim ganzen Vorgang ist darauf zu 
achten, daB alle Zwischenraéume im Innern der Hille mit Ol ausgefiillt sind und keine Luftblasen 
enstehen. Zur Sicherheit gegen etwa entstandene Risse in dieser ersten Unbhiillung wird das 
Ganze schlieBlich nochmals mit O] bestrichen und mittels des zweiten Deck- und Hillblattes mit 
einer zweiten Hiille versehen. Zur Hartung 
bleibt das vollstandig eingehillte Modell  ........~~... > —.- = : a 
auf der ebenen Glasplatte. Hartung 12 Stun- 
den bei 115° C. Die Hiille wird erst beim 
Versuch abgenommen. 

Ein unter sorgfaltiger Beobachtung der 
obigen Vorschriften hergestelltes Modell ist 

_vollkommen spannungsfrei und erscheint in 
der spannungsoptischen Apparatur villig 

— 4=le] mit Ausnahme einer nur 0,1 bis 0,2 mm 
breiten Aufhellung am Rand, die aber kaum Abb. 7. Anlegen der Schutzhille. 
stért. Nach Abnahme der Hiille halten sich 
die Modelle etwa 1 Tag spannungsfrei. Ein gewisser Nachteil ist manchmal, daB sich die Mo- 
delle beim Harten geringfiigig verziehen kénnen. Stellen, wo dies stért, miissen unter Um- 
standen vor dem Versuch vorsichtig nachgearbeitet werden. 


2) Herstellung einfacher Modelle aus vorher gehartetem Dekorit. Einfache, 
ebene Modelle, die in % bis 1 Stunde angefertigt werden kénnen, kann man auch aus vorher 
_gehartetem Dekorit herstellen. Die Platte, aus der das Modell bergestellt werden soll, wird in 
einer einfachen Schutzhiille 7 Stunden bei 115° C gehartet. Bei der Hartung gehen die in jeder 
an der Luft gelagerten Platte an der Oberflache durch Randeffekt hervorgerufenen Eigenspan- 
nungen fast vollstandig zuriick. Dies ist der Grund, warum man aus so geharteten Platten, wenn 
die Bearbeitung nicht lange dauert, Mocelle von idealer Spannungsfreiheit herstellen kann, Cie 
auch den obengenannten Schénheitsfehler der'0,2 mm breiten Aufhellung am Rande nicht be- 
sitzen. Wegen der geringeren Hartung neigen sie allerdings ein wenig mehr zum Kriechen und 
sind an der Luft nicht so haltbar als solche, die 12 Stunden gehartet worden sind, doch ver- 
meidet man das oft recht umstandliche Anlegen einer Schutzhiillle an das fertige Modell. 


c) Raiumliche Modelle. Raumliche Modelle stellt man ebenfalls, wenn irgend angangig, 
aus ungehartetem Dekorit her und hartet sie erst im fertigen Zustand. Dies ist jedoch nur mog- 
lich, wenn das Modell auf seiner Oberflaiche eine gréBere ebene Stelle besitzt, mit der man es zum 
Harten auf eine Glasplatte auflegen kann, und auBerdem so beschaffen ist, da nicht beim Harten 
durch das Eigengewicht merkliche Spannungen entstehen. In vielen Fallen wird man sich daher 
entschlieBen miissen, das Modell aus bereits gehartetem Dekorit herzustellen. Dann ist peinlich 
darauf zu achten, daB weder durch die Bearbeitung noch durch Randwirkung Eigenspannungen 
entstehen, da diese nicht mehr entfernt werden kénnen. Fertig bearbeitete Oberflachenteile diirfen 
hiéchstens 2 Stunden der Luft ausgesetzt bleiben, wenn sie nicht durch Randwiikung beeintrach- 
tigt werden sollen. Wenn méglich, versieht man die fertig bearbeiteten Stellen laufend mit einer 
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provisorischen Schutzhiille. Oft ist dies allerdings praktisch schwer durchfihrbar, da die Schutz- 
hiille die weitere Bearbeitung behindert. Vielfach wird man daher die wahrend der Bearbeitung 
entstehende Randwirkung in Kauf nehmen miissen. Dann bearbeitet man zuerst diejenigen Stellen 
des Modells, die weniger interessieren oder an denen iiberhaupt keine spannungsoptischen Mes- 
sungen beabsichtigt sind, und erst ganz zum Schluf die wesentlichen Teile. 

Bei der Herstellung raumlicher Modelle diirfen die Oberflachenpartien des Ausgangsmaterials, 
die beim Lagern der Luft ausgesetzt waren, nicht verwendet werden, sondern miissen in einer 
Schicht von mindestens 3 mm abgenommen werden. Auch wenn das Material in der Schutzhille 
gehiirtet worden ist, ist dies notwendig, da alte Randwirkung beim Harten nicht ganz beseitigt 
wird. Eine Ausnahme bilden solche raumliche Modelle, die nur im ebenen spannungsoptischen 
Verfahren untersucht werden, wie z. B. Blechkonstruktionen von der Art der Abb. 8. Zur Er- 
mittlung des bei solchen Problemen allein wichtigen Lingsspannungszustandes geniigt namlich 
meist die Durchleuchtung senkrecht zur Oberflache. Der in den Oberflachen durch Randwirkung 
hervorgerufene Spannungszustand ist aber in seiner Ebene schubspannungsfrei und gibt daher 
bei senkrechter Durchleuchtung keine optische Wirkung; daher braucht in diesem Fall ebenso 


wie bei ebenen Modellen die Oberflache nicht abgenommen zu werden. In solchen Fallen kann — 


man unter Umstanden auch auf die Schutzhiille verzichten bzw. braucht nur die Rander zu 
schiitzen, die natiirlich gegen Randwirkung anfallig sind. 

Sofort nach Fertigstellung erhalt das réumliche Modell, das im Erstarrungsverfahren gepriift 
werden soll, die Schutzhiille aus Ol und Aluminiumfolie. Diese muB auch hier sehr sorgfaltig 
angelegt werden. Man trachte darnach, das man die Hille aus nicht zu viel Einzelblattern zu- 


‘sammensetzen mu. Alle Teile miissen sich gut iiberlappen. Vor allem darf auch hier die Folie 


nirgends Risse bekommen. Uber konkave Kanten legt man die Folie in Streifen, die vorher in 
parallele Falten von einigen mm Breite gelegt worden sind!. Zur Sicherheit gegen nicht zu ver- 
meidende Risse soll die Folie iiberall mindestens doppelt liegen. 


d) Zusammengesetzte Modelle.. Dekorit jeden Hartegrades kann mittels des Klebstoffes 
»Resinol L 5 diinnfliissig’’, das von der Herstellerfirma Dr. F. Raschig zu beziehen ist, geleimt 
werden. Dadurch ist man in der Lage, komplizierte Modelle aus mehreren Teilen zusammen- 
zusetzen. Man mu sich jedoch klar dariiber sein, da8 in der unmittelbaren Umgebung der Leim- 
stellen Stérungen durch Randwirkung in Kauf genommen werden miissen, da diese Stellen wah- 
rend der Leimung nicht geschiitzt werden kénnen. Die unmittelbare Umgebung der Leimstellen 
ist daher fiir die Auswertung nicht brauchbar. 

Die Einzelteile zusammengesetzter Modelle werden zunachst unter Verwendung der Schutz- 
hiille hergestellt und gehartet. Miissen Teile eines Modells, das im Erstarrungsverfahren unter- 
sucht werden soll, aus Dekorit verschiedener Herkunft hergestellt werden, so ist zu beachten, 
dai Material verschiedener Herkunft im allgemeinen verschiedener Hartungszeiten bedarf, um 
gleiche Eigenschaften zu erhalten Es ist daher unbedingt erforderlich, diese Hartungszeiten 
vorher genau zu ermitteln Zu diesem Zweck hartet man Probestabe 7 Stunden bei 115° und be- 


stimmt bei 80° die spannungsoptischen Konstanten Mit diesen geht man in die Zahlentafel 3 


ein und stellt die Hartungszeiten fest, die den spannungsoptischen Konstanten entsprechen. Um 
die Differenz der Hartungszeiten muB das eine Material langer gehartet werden. Man bringt die 
Teile aus diesem Material bei der Hartung um die entsprechende Zeit frither in den Ofen. 

An den zu leimenden Stellen wird die Schutzhiille entfernt, soweit dies notwendig ist, und 
diese Stellen mit der Feile oder mit Schmirgelpapier aufgerauht, Olreste eventuell mit Methyl- 
alkohol entfernt. Dann werden die Leimstellen mit Resino] bestrichen, dem vorher 15 % einer 
Spezialhartefliissigkeit, die vom Hersteller geliefert wird, zugesetzt worden ist. Hierauf laBt man 
die Einzelteile noch etwa 4% Stunde an der Luft trocknen und setzt sie dann zusammen. Die 
Trocknung des Leimes erfolgt bei 50° C mindestens 24 Stunden lang. Hierbei erfolgt gleichzeitig 
eine Vernetzung des Resinols, das ein Kunstharz auf der Phenolbasis ist. Modelle, die im Er- 
starrungsverfahren untersucht werden, miissen bei 55 bis 60° C mindestens 48 Stunden trocknen, 
da sonst der Leim nicht geniigend warmebestandig ist. 

Nach beendeter Trocknung wird die Schutzhiille auch auf.die Leimstellen aufgebracht. 

Abb. 8 zeigt das Modell eines Fahrgestellteiles, das durch Leimen zusammengesetzt wurde. 

Es kénnen auch Dekoritteile verschiedener Harte miteinander verleimt werden. Davon kann 
man oft mit Vorteil Gebrauch machen. Man kann so ein Modell aus Einzelteilen zusammensetzen, 


! Siehe FuBnote 5 von S. 267. 
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die sich beim Erstarrungsverfahren in ihrer Steifigkeit um ein Vielfaches voneinander unter- 
scheiden. ‘ 


e) Herstellen von Modellteilen durch Warmverformen. Bis zu gewissen Grenzen 
1aBt sich Dekorit auch warm verformen. GroBe Verformungen sind allerdings nicht miglich, 
da die Phenolkunstharze keine Thermoplaste sind, sondern schon ein verhaltnismafig stabiles 
Makromolekiilnetz besitzen. Man hat sich den Vorgang der Warmverformung so vorzustellen, 
das das polymere Netz bei der Verformung zunichst Spannungen aufnimmt, die man bei weiterer 
Warmebehandlung unter Beibehaltung der Verformung dank der Tatsache, daf bei ungehiirtetem 
Dekorit das Netz nicht vollkommen stabil ist, langsam wieder zum Verschwinden bringen kann, 
so da} dann das Kunstharz in der neuen Gestalt spannungsfrei ist. Im polarisierten Licht kann 
man dies nachpriifen. . 

Infolge der Beschrinkung der Verformungsméglichkeit kommt im wesentlichen nur Biegen 
von plattenférmigen Teilen in Frage, wenn der Kriimmungsradius nicht kleiner ist als etwa 


das 15fache der Plattendicke. 


Das Biegen erfolgt zweckmaBig in Holzformen bei 90 bis 95° C, wobei gleichzeitig die Hartung 
erfolgt. Man schneidet sich die nétigen Platten aus ungehartetem Dekorit, unter Zugabe einiger 
em an den Enden, zurecht und umgibt sie mit einer Schutzhiille. Diese mu aus mehreren 
sich iiberlappenden Teilen zusammengesetzt sein, damit sie der Verformung nachgeben kann 


Abb. 8. Dekoritmodell eines Fahrgestellteiles. 


und nicht selbst eine Spannung aufnimmt. Dann werden Platte und Form erwarmt und nach 
etwa einer Stunde die eingewickelte Platte in die Form gebracht. Wird nur nach einer Seite nach 
einem Kreisbogen gebogen, so geniigt eine konvexe Holztorm auf einer Seite. Es brauchen dann 
nur die beiden Enden etwas belastet zu werden. Bei verschiedenen Kriimmungsradien an einem 
Stiick ist auch eine Gegenform notwendig, die etwas belastet wird. Im letzteren Falle laBt 
man das Oberteil der Form nur wahrend etwa der Halfte der Hartungszeit auf dem Modell und. 
nimmt es dann zur weiteren Hartung ab. Dabei gleichen sich dann die Kigenspannungen, die sich 
an den Druckstellen gebildet haben, wieder aus. Nach abgelaufener Hartungszeit kiihlt man in 
iiblicher Weise langsam ab. : 


6. Der spannungsoptische Versuch und der Eichversuch. a) Ebene Spannungsoptik. Der 
ebene spannungsoptische Versuch wird heute im allgemeinen nur mehr in der einfachen Apparatur 
mit Grofflachen-Polarisationsfiltern! durchgefiihrt. Uber die Einspannvorrichtung lassen sich 
keine allgemeinen Regeln aufstellen. Als zweckmaBig hat sich ein Rahmen mit mehreren in der 
Hohe verstellbaren Traversen erwiesen. Das itbrige wird dem speziellen Problem entsprechend 
mehr oder weniger improvisiert. Die Belastung wird meist durch geeichte Ringdynamometer 
oder durch bekannte Gewichte aufgebracht. Streckenlasten lassen sich mit Vorteil durch einen 
wassergefiillten Schlauch aufbringen, doch bereitet die Messung der Kraft Schwierigkeiten. 
Der Wasserdruck im Schlauch ist infolge von Reibungsverlusten, und weil der Schlauch in 
Richtung der Dicke des Modells nie ganz gleichmifig angepreft wird, kein sicheres Ma fiir 
die Last. 


1 [L. Féppl und R. Hiltscher, Bauing. 20 (1939), S, 231. — L. Féppl und E. Miiller-Lufft, ATM. V 137-1, 
Lieferung 100. Okt. 1939. 
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Das einfachste und meist angewandte Auswertungsverfahren ist das des Auszahlens der Iso- 
chromaten. Wegen niherer Einzelheiten itber Auswertung mu auf die Literatur. verwiesen wer- 
den!. Es sei hier nur daran erinnert, daB die Isochromatenordnung, multipliziert mit der optischen 


Konstante S (Dimension ala em) und dividiert durch die Modelldicke, die Hauptspannungs- 


Urdnun 
differenz an der betreffenden Stelle ergibt. Die spannungsoptische Konstante S wird durch einen 
Eichversuch an einem Probestab bestimmt, der aus demselben Material besteht wie das Modell, 
und die gleiche Warmbehandlung erfahren hat. 

Gewohnlich verwendet man zur Eichung einen auf reine Biegung beanspruchten Stab. Er 
zeigt belastet eine Reihe von der neutralen Faser nach aufen in der Ordnung steigender Iso- 
chromatenstreifen. Man zahlt nun ab, wie oft der Abstand von einer Isochromate bis zur nachsten 
in der ganzen Stabhohe enthalten ist. Wird diese Zah] mit z, das Biegemoment mit M, die 
Kantenspannung mit o, die Hihe des Stabes mit h und seine Dicke mit d bezeichnet, so ist die 


spannungsoptische Konstante 
o 12M (10) 


Sa ae atee y 


Die Kantenspannung soll im Interesse der Genauigkeit den bei den Versuchen, bzw. die Iso- 
chromatenordnung am Rand des Eichstabes den beim Versuch auftretenden Ordnungen ungefahr 
entsprechen. Fiir die meist angewandte Modelldicke von 1 cm sind die Werte M=80 cm kg 
und h=2 cm geeignet. Mit diesen Werten wird 

; g 240 kg/cm? aa 
z  Orduung 


Die Anzahl z der Isochromatenabstande betragt dann bei gehartetem Dekorit 16 bis 18, womit 
stets eine geniigende Genauigkeit erreicht werden kann, wenn man Bruchteile noch abschatzt. 

Da auch gehartetes Dekorit nicht ganz frei von Kriechen ist, mu zwischen Belastung des 
Eichstabes und Abzahlen der Isochromaten dieselbe Zeit verstreichen, wie beim Versuch zwischen 
Belastung und photographischer Aufnahme der Isochromaten. 

Der Eichversuch soll im gleichen Raum wie der Hauptversuch vorgenommen werden, da die 
spannungsoptische Konstante temperaturabhangig ist. 

Bei den in Abschnitt 4c besprochenen Fallen mit vorgegebenen FormanderungsgréBen mui 
neben der spannungsoptischen Konstante vor dem Versuch auch der Elastizitatsmodul gemessen 
werden. Dies geschicht am besten ebenfalls durch einen Biegeversuch, den man mit der Eich- 
vorrichtung zur Bestimmung der spannungsoptischen Konstante kombinieren kann. 


b) Erstarrungsverfahren. Bei Anwendung des Erstarrungsverfahrens ist zunidchst zu 
entscheiden, ob es bei konstanter Belastung durchgefiihrt werden darf oder ob die Verformung 
konstant gehalten werden muB (siehe Abschnitt 3c). Im letzteren Falle ist die Frage, ob Fehler 
durch Warmedehnung des Modells geniigend vermieden werden koénnen, sorgfaltig zu priifen. 

Die Belastungsvorrichtung ist so gedrangt zu konstruieren, da sie im elektrischen Ofen 
Platz hat. 

Au8er der Belastungsvorrichtung muf eine Eichvorrichtung im Ofen Platz finden. Man ver- 
wendet auch hier mit Vorteil einen auf reine Biegung beanspruchten Stab. Geeignete Abmes- 
sungen des Eichstabes sind: 100 mm lang, 20 mm hoch und 5 mm dick, belastet durch ein Bie- 
gungsmoment von 3,33 cm kg. Nach (10) berechnet sich dann aus der Zahl z der Isochromaten- 
abstande iiber die Stabhéhe die spannungsoptische Konstante 

Ss leek eem= He 
z Ordaung 


Bei der giinstizen Hartung von 7 Stunden bei 115° C erhalt man beim Verfahren konstanter 
Last die fiinfte bis achte Isochromatenordnung. Bei Verwendung fiir das Verfahren konstanter 
Formanderung mu die Verformung arretiert werden kénnen. 

Beim Anlegen der Schutzhiille an den Eichstab ist darauf zu achten, daB diese zweiteilig sein 
mu, da sie sonst auf einer Seite Zugspannungen aufnehmen wiirde und damit die Biegung des 
Dekoritstabes verhindern und das Ergebnis falschen kénnte. 


Der Versuch im Erstarrungsverfahren beginnt damit, daB das Modell samt Belastungsvor- - 


richtung sowie die Eichvorrichtung 2 bis 4 Stunden, je nach der GréBe des Modells, auf die Ver- 
suchstemperatur erwarmt wird. Diese betragt im allgemeinen 80° C, wenn nicht auf Grund eines 


i Siehe FuGnote 1 von S. 267, ferner auch R. Hiltscher, Forsch. Ing. Wes. 15 (1944), S. 12. 
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Vorversuches mit einem Eichstab gema® den in Abschnitt 3d mitgeteilten Krwagungen eine 
andere Versuchstemperatur geboten erscheint. Wenn Modell und Versuchsstab erwarmt sind, 


wird auf beide die Belastung aufgebracht. Federbelastungen miissen, besonders bei Beginn des 
Versuches, staindig nachgestellt werden. Wird das Verfahren konstanter Formanderung beniitzt, 


| 


so wird méglichst bald nach der Belastung die Forminderung bei Modell und Eichstab! arretiert. 
DaB die Zeit, die zwischen Belastung und Arretieren der Formanderung verstreicht, méglichst 
kurz sein soll, ist bereits in Abschnitt 3 gesagt worden. 

Die Temperatur wird nach Aufbringen der Lasten noch 2 Stunden lang konstant gehalten 
und. dann langsam, etwa um 10° je Stunde, gesenkt. 

Vom Augenblick der Belastung an bilden sich infolge der Verformung des Modells Falten in 
der Schutzhiille. Diese miissen von Zeit zu Zeit glattgestrichen werden, damit keine Luft ein- 
dringen und Randeffekt hervorrufen kann. Besonders bilden sich kurz nach der Belastung und 
bei der Abkiihlung infolge der Warmedehnung Falten. 

Nachdem im Ofen sich Zimmertemperatur eingestellt hat, wartet man noch einige Stunden 
und kann dann das Modell aus der Belastungsvorrichtung herausnehmen. Die Schutzhiille wird 
erst abgenommen, wenn das Modell zur Auswertung zerschnitten wird. 

Das schwierige Kapitel der Auswertung des réumlichen Spannungszustandes soll hier nur 
kurz gestreift werden. Zunichst ist im Einzelfall genau zu iiberlegen, wie das Modell zerschnitten 
wird, Man wird sich vor allem nach Méglichkeit an solche Schnitte halten, bei denen bekannt ist, 
da8 eine Hauptspannung senkrecht zum Schnitt steht. Dies ist vor allem bei Symmetrieschnitten 
und bei Schnitten langs der lastfreien Oberflache der Fall. Solche Schnitte geben in der einfachen 
spannungsoptischen Apparatur Isochromatenbilder, die, wie in der ebenen Spannungsoptik, 
die Verteilung der Hauptspannungsdifferenzen darstellen und ebenso ausgewertet werden. Auch 
kann man mit Hilfe der Iscklinen die Richtung dieser Hauptspannungen feststellen. Dies gibt 
oft schon einen guten Uberblick. Die vollstandige Auswertung des Spannungszustandes an der 
lastfreien Oberflache ist durch die Verwendung konvergenten Lichts nach Hiltscher? méglich. 
Eine weitere Méglichkeit ist noch die, einen weiteren Schnitt senkrecht zu einer der anderen 
Hauptrichtungen zu legen. Allerdings kann man mit diesem Schnitt beim gleichen Modell nicht 


_ mehr genau dieselbe Stelle treffen, es sei denn, da man ein zweite Modell anfertigt. Bei beliebigen 


Schnitten im Innern des Modells kénnen durch das Hiltschersche Verfahren die drei Haupt- 
richtungen und die drei Hauptspannungsdifferenzen festgestellt werden. Auf diese etwas um- 
standlichen Messungen kann man aber oft verzichten, da die gréBten Spannungen, auf die es meist 


~ ausschlieBlich arkommt, fast immer an der Oberflache liegen. 


Im iibrigen sind die Forschungen iiber rationelle Gestaltung der rdumlichen Auswertungs- 
technik noch nicht abgeschlossen und man darf hier noch mit mancher Verbesserung rechnen. 

Die Schnittdicke betragt im allgemeinen 3 bis 4mm. Ebene und einfach gekriimmte Schnitte 
werden auf der Bandsage bei groBer Schnittgeschwindigkeit und kleinem Vorschub herausgenom- 
‘men, mehrfach gekriimmte Schnitte, z. B. an gekriimmten Oberflachen am besten durch Drehen 
und Frasen, ebenfalls mit kleinem Vorschub. Die mit der Bandsage herausgearbeiteten Schnitte 
kénnen durch Drehen Oder Frasen noch nachgearbeitet werden. Meist ist dies jedoch nicht einmal 
nétig. Wenn man sie beiderseits mit Ol bestreicht, werden sie trotz ihrer rauhen Oberflache meist 
geniigend durchsichtig. 


7. Anhang. Beschreibung der Versuche. durch die die Werte der Tafeln 3 und 4in Abschnitt 3d 
ermittelt wurden. 
Zur Aufstellung der Tafel 3, die die spannungsoptische Konstante Sy enthalt, wurden ins- 
-gesamt 30 Biegungsversuche bei verschiedenen -‘Temperaturen mit verschieden gehirteten 
Dekoritstaben durchgefiihrt. Die Probestabe waren je an zwei 5 cm voneinander entfernten Haken 
aufgehangt. Die Belastung jedes Stabes bestand in zwei Gewichten von je 0,5 kg in einem 
Abstand von 6cm von der Aufhangung, so da® der Mittelteil ein reines Moment von 3'cm kg 
aufnahm. Die Stabe waren 1,5 cm hoch und 0,8 cm stark. 
Die Probestabe wurden sofort nach der Herstellung mit einer Schutzhiille versehen und dann 
bei 95° C so gehartet, da®B Hartungen erzielt wurden, die solchen von 4, 5, 6, 7, 8, 9 und 10 Stunden 


1 Da beim Verfahren konstanter Formanderung schon vor dem Hauptversuch ein Eichversuch zur Be- 
‘stimmung des Elastizitatsmoduls durchgefiihrt werden mu, dient der Eichversuch wahrend des Haupt- 
versuchs nur mehr als Kontrolle. 

2 R. Hiltscher, Forsch. Ing. Wes. 9 (1938), S. 91. Diss, Miimchen. 
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bei 115° gleichkamen. Um die Hiartewerte und insbesondere den Abstand von einer Stunde 


zwischen den'einzelnen Werten méglichst genau zu erhalten, wurden samtliche Stabe in einem ~ 


Zuge gehirtet, indem immer nach der Zeit von 5h 19 min, die der Hartung von 1 Stunde bei 
115° entspricht, einige Stabe hinzugefiigt und zum SchluB alle Stabe gemeinsam noch die der 
Hartung von 4 Stunden entsprechende Zeitspanne gehartet und dann gemeinsam abgekihlt 
wurden. 

Das Erstarrungsverfahren wurde in der unter 3d angegebenen Weise durchgefiihrt. Um 
Unstimmigkeiten der Ergebnisse untereinander, die durch ungenaues Einhalten der Versuchs- 
temperatur entstehen kénnten, auszuschalten, wurden jeweils alle Versuche, die bei derselben 
Temperatur auszufiihren waren, gleichzeitig erledigt. 

Nach dem Erkalten wurde im zirkularpolarisierten Na-Licht die Isochromatenordnung in 
der Randfaser des auf reine Biegung beanspruchten Mittelteiles festgestellt. Aus ihr ergab sich 
mit Hilfe von Gl. (10) die spannungsoptische Konstante Sz, fiir jeden Versuch. Die Ergebnisse 


von simtlichen Versuchen wurden in Abb. 1 zusammengetragen und lieferten die Kurven sowohl 


der Abb. 1 als auch der Abb. 2. Aus den Kurven der Abb. 1, in denen die Streuungen der Ver- 
suche ausgeglichen sind, wurde die Zahlentafel 3 zusammengestellt. 

Die in Zahlentafel 4 mitgeteilten Werte fiir den Elastizitatsmodul Ez, wurden auf Grund 
folgender Uberlegungen durch Rechnung erhalten. Der Elastizitétsmodul kann fiir die durch- 
gefiihrten Biegeversuche gefunden werden, wenn zu der Spannung, die ja bekannt und fiir alle 
Versuche die gleiche ist, auch die zugehérige Dehnung bekannt ist. Die Dehnung wiederum 
kénnte auch der Isochromatenordnung ermittelt werden, wenn die dehnungsoptische Konstante 
bekannt ware. Nun wurden vom Verfasser friiher! dehnungsoptische Konstanten fiir Dekorit 
gemessen, allerdings nur fiir das Erstarrungsverfahren konstanter Formanderung. Da aber sowohl 
die genannte Arbeit als auch andere Beobachtungen die Erkenntnis brachten, da der optische 
Effekt bei den Phenolkunstharzen ein wesentlich dehnungsoptischer ist, also weitgehend un- 
abhangig davon ist, wie die Last aufgebracht wurde, ist der Fehler sicherlich nicht groB, der 
gemacht wurde, indem die dort gefundenen dehnungsoptischen Konstanten verwendet wurden. 

Der Zusammenhang zwischen Dehnung ¢, Isochromatenordnung n, Modelldicke d und deh- 
nungsoptischer Konstanten D in der in der fritheren Arbeit gegebenen Definition ist 


ree n 
re aD dae 
und somit wird der Elastizitatsmodul erhalten aus 
o 
E=—Dd. 
Tt 


Als {sochromatenordnung n ist diejenige einzusetzen, die im erkalteten Modell vor der Ent- 
lastung vorhanden ist, da ja der Elastizitatsmodul E sich laut Definition in Abschnitt 3d auf 
die vor der Entlastung im Modell vorhandene Dehnung beziehen soll. Da aber die Isochromaten- 
ordnung am entlasteten Modell beobachtet wurde, mufte an ihr eine Korrektur um denjenigen 
Betrag vorgenommen werden, um den sie sich bei der Entlastung verringert. Dieser Betrag ist, 
wenn S, die spannungsoptische Konstante des Materials bei Zimmertemperatur bedeutet, o-d/S, 
und mu zu n addiert werden. Die fiir den Korrekcurbetrag benétigten Werte von S, fiir die 
verschiedenen Hiartungen wurden aus den in Tafel 2 enthaltenen Angaben interpoliert. 

Als dehnungsoptische Konstante wurde aus Abb. 10 der fritheren Arbeit die GréBe D, ent- 
nommen und fiir dort nicht enthaltene Temperaturen interpoliert. Dies ist insofern nicht ganz 
richtig, als D, sich auf den Zustand zwar 2 Stunden nach der Belastung, aber noch vor der Ab- 
kiihlung bezieht, doch ist der dadurch bedingte Fehler auf Grund der oben angestellten Betrach- 
tungen iiber die Natur des optischen Effektes als gering anzunchmen. 


Aus dem Mechanisch-technischen Laboratorium der Technischen Hochschule Munchen ‘ 


¢ (Eingegangen am 28. Juni 1947.) 


1 Siehe FuSnote 5 von S. 267. 
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